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La genèse du texte 

La formule des traces pour un groupe réductif connexe sur un corps de caracté- 
ristique zéro est due à James Arthur. On renvoie à |14| pour une introduction et 
une bibliographie complète. 

Le cas tordu a fait l'objet du Friday Morning Seminar à VInstitute for Advanced 
Study de Princeton en 1983-1984, souvent cité dans la littérature sous le nom de 
Morning Seminar on the Trace Formula. Lors de ce séminaire les exposés ont été 
présentés par Laurent Clozel, Jean-Pierre Labesse et Robert Langlands. Les exposés 
1, 2, 6, 7, 8, et 15 de Langlands ainsi que les exposés 3, 4, 5, 9, 12 et 13 de Labesse 
ont donné lieu à des notes, rédigées et distribuées au fur et à mesure. Les exposés 
10, 11 et 14 de Clozel n'ont pas été rédigés. Ces notes, citées [20] dans la suite, sont 
accessibles sur la page web de Langlands à l'LA.S. Toutefois, ayant été rédigées 
dans l'urgence, elles laissent à désirer sur de nombreux points. 

Notre ambition est de donner, en nous basant pour l'essentiel sur les notes de 
|20| . une version complète de la preuve de la formule des traces dans le cas tordu 
dans sa version primitive c'est-à-dire non invariante. Ce travail s'inscrit dans le 
projet de l'équipe parisienne animée par L. Clozel et J.-L. Waldspurger pour rédiger 
la variante tordue de la formule des traces et de sa stabilisation, outil indispensable 
sur lequel se fondent les travaux récents d'Arthur sur les groupes classiques. En 
effet ceux-ci reposent sur la stabilisation de la formule des traces pour GL{n) tordu 
par l'automorphisme x i— *x~^. 

Cette rédaction a dans un premier temps été menée en collaboration entre 
Laurent Clozel et Jean-Pierre Labesse. On doit savoir gré à Clozel d'avoir accepté 
de tenter cette aventure où Labesse craignait de s'engager seul, même si, en défi- 
nitive, cette collaboration s'est interrompue et si c'est Jean-Loup Waldspurger qui 
a collaboré pour la fin de ce travail. Il convient de dire que Clozel a écrit un pre- 
mier jet pour certaines sections, relu diverses versions préliminaires et participé à 
de nombreuses discussions qui ont permis de progresser dans la compréhension de 
points obscurs. Qu'il en soit ici remercié. 

Nous devons bien entendu remercier tout particulièrement R.P. Langlands de 
nous avoir permis d'utiliser les notes du séminaire de Princeton |20| et singulière- 
ment le texte de son dernier exposé qui contient une esquisse des parties les plus 
originales et les plus difficiles de la preuve dans le cas tordu. Ce texte a été notre 
guide, même si nous avons dû nous en écarter en certains points. 

Contenu des divers chapitres 

Nous allons maintenant décrire brièvement le contenu des parties et chapitres. 
Les deux premières parties sont le plus souvent une simple ré-exposition du contenu 
de [2], [3] et, partiellement, U avec quelques compléments pour les adapter au cas 
tordu. Comme dans |20) . mais de manière plus systématique, nous avons préférer 
ré-exposer ces articles plutôt que de renvoyer à la littérature car, avec le temps, la 
structure des preuves est apparue plus clairement et il est désormais possible de 
les présenter dans un ordre plus naturel et plus facile à suivre pour le lecteur ; au 
surplus cela rend l'extension au cas tordu transparente. 

Dans la troisième partie, la torsion joue un rôle plus important, en compliquant 
quelque peu les preuves de convergence, mais là encore, comme dans |20| . nous 
suivons de près [2], [3]. Les trois premières parties couvrent les exposés 1 à 14 de 
I2Ô1. 

La quatrième partie, qui donne l'extension au cas tordu de [5] et [6], reprend 
pour l'essentiel le contenu de ( |20| Lecture 15) à ceci près que nous avons dû nous en 
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écarter quelque peu pour le calcul de certains termes. Dans cette partie la torsion 
joue un rôle essentiel en introduisant des ternies qui étaient absents ou négligeables 
dans le cas classique (i.e. non tordu) et dont l'étude est très délicate. 



Partie I. Géométrie et combinatoire. 

Cette partie contient trois chapitres sur la géométrie des groupes et espaces 
tordus ainsi que sur la combinatoire des cônes et convexes associés aux systèmes de 
racines. Sauf naturellement dans le chapitre 2, qui introduit les espaces tordus, la 
torsion ne joue guère de rôle. Mais, faute de référence commode et comportant des 
preuves complètes ainsi que pour convaincre le lecteur que l'extension au cas tordu 
était facile, il nous a souvent paru nécessaire d'exposer en détail le cas classique. 

Chapitre 1. Racines et convexes. 

Nous rappelons tout d'abord la construction des espaces vectoriels ap associés 
aux paires de sous-groupes paraboliques P <Z Q d'un groupe réductif G défini sur 
un corps de nombres _F, ainsi que la propriété fondamentale pour la combinatoire 
des cônes associés aux racines : à savoir le fait que les bases Ap sont obtuses. Puis 
nous rappelons quelques propriétés, élémentaires et classiques, des éléments et des 
sous-ensembles des groupes de Weyl, qui interviennent fréquemment en particulier 
via la décomposition de Bruhat. Nous en fournissons des preuves lorsque nous 
ne connaissons pas de références commodes. Ensuite nous donnons des énoncés 
concernant les familles de cônes et de convexes attachées aux systèmes de racines 
et leur relation avec les (G, M)-familles. Nous reprenons pour l'essentiel les preuves 
données dans ( |20) Lecture 13) où on voit que beaucoup d'énoncés combinatoires 
sont des conséquences de la simple identité matricielle tt ~ tt = \ (cf. I1.7.2P . 

Nous n'avons pas toujours repris les preuves classiques. De plus, certains énon- 
cés semblent nouveaux, quoiqu'implicites chez Arthur ou Langlands ; c'est par 
exemple le cas des lemmes 11.4.31 et de 11.8.41 La preuve des propriétés 11.10.41 et 
11.10.51 des (G, M)-familles à partir de la combinatoire des cônes, via transformée 
de Fourier est inspirée par le traitement de la combinatoire dans ( |20| Lecture 15). 
La clef en est l'énoncé de globalisation 11.1 (7?T] oui lui aussi semble nouveau. 

Chapitre 2. Espaces tordus. 

Pour l'étude de la formule des traces tordue il est commode d'utiliser le lan- 
gage des espaces tordus introduit dans (certains préfèrent parler de groupes 
tordus). Nous en rappelons la définition. Notre cadre, celui des espaces tordus, est 
une variante légèrement plus générale du cadre utilisé dans le Morning Seminar et 
repris par Arthur dans divers articles ultérieurs. C'est, aux notations près, le cadre 
de [3S]. L'objet étudié consiste essentiellement en la donnée d'un groupe G, d'un 
automorphisme 9 de G, défini sur F, provenant de (ou définissant) l'espace tordu 
G Gyi6, ainsi que d'un caractère oj du groupe des points adéliques de G(A) trivial 
sur G{F). On observera que 9 peut être un automorphisme presqu'arbitraire : on 
impose seulement à 9 une condition de semi-simplicité sur la partie vectorielle du 
centre de G(A) fcf. l^ . 

L'extension au cas tordu de la combinatoire des cônes associés aux poids et 
racines est immédiate en observant que que la seule propriété des systèmes de 
racines utilisée par cette combinatoire dans le cas usuel (non-tordu), est que les 
racines simples forment une base obtuse ; or la généralisation au cas tordu de cette 
propriété est elle aussi immédiate. 

On introduit ensuite la fonction caractéristique de cône CTq qui joue un rôle 
essentiel dans "l'identité fondamentale" (qui fait l'objet du chapitre 8). Sa définition 
est légèrement plus subtile que pour son analogue non tordu ctq. 
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Le chapitre se conclut par diverses inégalités liées à la géométrie de cônes qui 
elles sont spécifiques au cas tordu (en particulier le lemme 12.11.11 qui provient de 
r pp] Lecture 15)). 

Chapitre 3. Théorie de la réduction. 

Ce chapitre contient essentiellement la définition et les propriétés de la fonction 
Ho sur les groupes adéliques ainsi que des rappels sur la théorie de la réduction. Il 
s'agit, là encore, de propriétés très classiques ne faisant pas intervenir la torsion; 
de fait, la torsion n'intervient que très peu dans tout ce chapitre. 

La fonction Hq, qui se définit via la décomposition d'Iwasawa, fait le lien 
entre la géométrie du groupe et celle des espaces vectoriels associés aux racines. 
Les lemmes du paragraphe 13. 31 qui permettent le contrôle de Ho(wn) lorsque n est 
dans l'unipotent et w dans le groupe de Weyl, sont pour l'essentiel empruntés à ( [20] 
Lecture 6). Ces lemmes jouent un rôle important dans de nombreuses estimations, 
en particulier dans le chapitre suivant. La partition de la section et les estimées 
de la section 15771 sont empruntées à P] (voir aussi [50] Lectures 3 et 4). 



Partie II. Théorie spectrale, troncatures et noyaux. 

Cette partie est pour l'essentiel un exposé de résultats classiques sur l'opérateur 
de troncature et la décomposition spectrale de l'espace des formes automorphes, 
qu'il était nécessaire de rappeler au moins pour introduire les notations. La torsion 
ne joue encore ici qu'un rôle accessoire. Toutefois quelques nouveautés apparaissent 
ici où là. 

Chapitre 4. L'opérateur de troncature. 

Ce chapitre rappelle des faits bien connus, dus à Arthur, sur l'opérateur de 
troncature. La torsion n'intervient pas du tout ici. On suit pour l'essentiel l'exposé 
6 de Langlands ( |20j Lecture 6) qui soi-même s'inspire du contenu du premier 
paragraphe de l'article d'Arthur |3]. 

Le résultat technique le plus important de ce chapitre est le lemme 14.1.11 qui 
reprend ([3] Lemnia 1.1). Les arguments de la preuve de ce lemme, essentiel pour la 
suite, semblent légèrement incomplets dans |3]. En effet Arthur y utilise l'analogue 
de notre 13321 mais sous une forme forte : c'est-à-dire avec c = 0. Cette forme forte 
est prouvée dans les notes de Langlands pour les groupes de Chevalley avec un choix 
optimal du sous-groupe compact maximal ([5U] Lemma 6.3). Mais il ne semble pas 
possible d'établir cette forme forte en toute généralité. Fort heureusement la preuve 
donnée par Langlands dans |20| . et que nous reprenons, montre que la forme forte 
de l3.3.2l n'est pas indispensable pour prouver [4. 1.11 Pour le reste les arguments sont 
dus à Arthur. 

Le second résultat technique important est la proposition l4.3.2l qui reproduit le 
lemme 6.6 de (HO] Lecture 6) lui même emprunté à (|3] Lemma 1.4). Les arguments 
sont rappelés pour la commodité du lecteur. 

Chapitre 5. Formes automorphes et produits scalaires. 

Après un bref rappel des résultats dus à Langlands sur le prolongement mé- 
romorphe des opérateurs d'entrelacement et des séries d'Eisenstein, on donne une 
preuve simple de la formule, également due à Langlands, pour le produit scalaire de 
deux séries d'Eisenstein tronquées, provenant de fonctions cuspidales, au moyen de 
la (G, Af )-famille spectrale. La preuve, donnée ici, est celle qui est esquissée dans 
f |20| Lecture 12) ; elle est beaucoup plus directe et élémentaire que celle rédigée 
par Arthur dans [H]. Dans le cas où les fonctions ne sont plus cuspidales on ne 
dispose alors que d'une formule asymptotique. Le passage du cas cuspidal au cas 
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non cuspidal est lui dû à Arthur. Nous nous contentons de citer le résultat et nous 
renvoyons à la littérature pour sa preuve. 

Chapitre 6. Le noyau intégral. 

On introduit dans le cas tordu le noyau de la formule des traces et on en 
donne des estimées. On rappelle la factorisation de Dixmier-Malliavin que nous 
substituons dans diverses peuves à l'argument de paramétrix utilisé par Arthur, 
qui lui est emprunté à Duflo-Labesse. 

Chapitre 7. Décomposition spectrale. 

La décomposition spectrale pour le noyau joue bien évidemment un rôle es- 
sentiel dans le développement spectral de la formule des traces. La décomposition 
spectrale, due à Langlands, est brièvement rappelée. Puis on donne des estimées 
pour la décomposition spectrale du noyau. 



Partie III. La formule des traces grossière. 

L'adjectif grossier se veut la traduction de "coarse" utilisé dans [5D]. Dans cette 
partie on introduit tout d'abord l'identité fondamentale (c'est la "basic identity" de 
|20| ) qui donne naissance aux développements géométrique et spectral de la for- 
mule des traces. Puis on étudie le développement géométrique sous sa forme gros- 
sière mais aussi fine (quoique très rapidement). Ensuite on donne le développement 
spectral sous sa forme grossière ("coarse spectral expansion") . Ceci permet de prou- 
ver une première forme de la formule des traces ainsi que les propriétés formelles 
des termes des développements grossiers de deux membres de cette identité. 

Chapitre 8. Formule des traces : état zéro. 

Ce chapitre contient la preuve de l'identité fondamentale qui est le point de dé- 
part de la formule des traces. On établit l'égalité de deux variantes tronquées pour 
la restriction à la diagonale du noyau. L'une se prête bien au développement géo- 
métrique, c'est-à-dire suivant les classes de conjugaison, l'autre au développement 
spectral. Dans le séminaire de Princeton une première forme de l'identité fonda- 
mentale est établie dans ([^D] Lecture 2) puis, une variante est donnée beaucoup 
plus tard dans ([^D] Lecture 9) ; c'est cette variante qui s'avère être la bonne et qui 
est donnée ici en 18.2.21 II s'agit d'une simple identité combinatoire. 

Chapitre 9. Développement géométrique. 

Ce chapitre est consacré à la décomposition suivant les classes de conjugaison 
de l'intégrale sur la diagonale du noyau après troncature "géométrique". Le théorème 
19. 1.21 établit la convergence du développement géométrique grossier (c'est-à-dire du 
développement suivant les classes de conjugaison des parties quasi-semi-simples) . 
C'est une adaptation facile des argument de [2]. On suit pour cela ((50] Lectures 3 et 
4). On continue ce chapitre en donnant l'expression des termes associés aux classes 
de conjugaison semi-simples au moyen d'intégrales orbitales pondérées suivant ( |20) 
Lecture 5) repris et développé dans ([2Ô] Lecture 9). 

Un dernier et bref paragraphe est consacré au développement géométrique fin 
("fine o-expansion") . Il nous a paru suffisant de renvoyer à la littérature pour le 
traitement des termes non semi-simples. D'ailleurs, il n'y a rien concernant ces 
termes dans |2D|. En effet le traitement de ces termes n'a été fait, par Arthur, 
qu'après le "Morning Seminar". Comme ceci a été rédigé par Arthur en y incluant 
le cas tordu (quoique dans un cadre légèrement plus restrictif que le cas général 
traité par ailleurs dans notre texte) il ne nous a pas paru nécessaire d'en reprendre 
la rédaction. 
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Chapitre 10. Développement spectral grossier. 

La décomposition spectrale suivant les "données cuspidales" induit le dévelop- 
pement grossier (appelé "coarse spectral expansion" dans [10] )• La preuve de sa 
convergence suit celle donnée par Langlands dans [2Ô] qui avait fait l'objet des ex- 
posés 7 et 8, preuve qui est elle même inspirée de [3], quoique la torsion induise 
quelques complications techniques. La principale différence entre le cas classique et 
le cas tordu est que (avec les notations de llO.3.4)) dans le cas tordu le développement 
spectral fait intervenir une combinaison linéaire de termes indexés par des paires 
de sous-groupes paraboliques standard Q <Z R : 



pouvant donner des contributions non triviales alors que dans le cas classique seul 
le terme 



correspondant au cas Qo ^ Q = R = G, est non nul (pour T assez régulier). 

Chapitre 1 1 . Formule des traces : propriétés formelles. 

Les termes des développements géométriques et spectraux "grossiers" (appelés 
"coarse expansions" dans |20| ) ont des propriétés formelles remarquables. La pro- 
priété essentielle est que l'on obtient, de façon asymptotique, des polynômes en la 
variable de troncature T. Les preuves dans le cas tordu sont une adaptation immé- 
diate des preuves données par Arthur dans [3] pour le cas classique. Nous suivons 
ici ([2Ô] Lecture 13). 

Au total, les trois premières parties fournissent une preuve complète de la va- 
riante tordue de l'ensemble des résultats d'Arthur contenus dans [2J, i3j ainsi qu'une 
partie des résultats de [3] (essentiellement ceux concernant les (G, M)-familles et 
les propriétés formelles des termes de la formule des traces). 



Cette partie, la plus difficile et la plus originale de tout l'ensemble, est consacrée 
à l'extension au cas tordu des résultats des articles H] et [5] d'Arthur. La difficulté 
nouvelle, par rapport au cas traité par Arthur, provient de la nécessité de prendre 
en compte des termes attachés à des couples Q C R avec Q ^ G évoqués ci-dessus. 
L'analyse de leur comportement est beaucoup plus délicate. 

L'étude du développement spectral de ces termes utilise le calcul du produit 
scalaire de séries d'Eisenstein tronquées qui peut être fait explicitement, au moins 
dans le cas où on part de séries d'Eisenstein construites à partir de fonctions cus- 
pidales, en se ramenant, moyennant une inversion d'intégrale, au calcul classique 
et rappelé ci-dessus (cf. chapitre 5). On obtient alors une expression au moyen de 
(G, M)-familles spectrales généralisant le cas classique. Toutefois, pour les termes 
attachés à des couples Q C R avec Oo{Q) ^ Q le calcul auquel on est naturelle- 
ment amené suppose, pour être convergent, d'avoir auparavant déplacé le contour 
d'intégration en dehors du domaine naturel des variables spectrales (c'est-à-dire 
qu'elles ne sont plus imaginaire pures), du moins pour une partie d'entre elles. Cela 
se fait sans grosses difficultés. Mais, pour achever la combinatoire il convient, cal- 
cul fait, de revenir ensuite au domaine naturel pour les variables spectrales. Il faut 
donc déplacer des contours d'intégration dans des intégrales faisant intervenir des 
(G, M)-familles. C'est la démarche proposée par Langlands dans ([SD] Lecture 15). 
Cela suppose des estimées sur les opérateurs d'entrelacements et leur dérivées que 
nous n'avons pas su obtenir. 





Partie IV. Forme explicite des termes spectraux. 
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Une méthode ne supposant pas de déplacement de contour, mais très délicate 
du point de vue combinatoire et analytique, découverte par Waldspurger, a per- 
mis de résoudre la question. On se ramène en définitive à l'expression donnée par 
Langlands. 

Chapitre 12. Introduction d'une fonction B. 

Il s'agit d'adapter au cas tordu une technique due à Arthur et développée dans 
[S]. L'introduction d'une fonction B à support compact dans l'expression spectrale 
pour les termes évoqués ci-dessus va permettre de pallier l'absence d'estimées uni- 
formes de certains développements spectraux. Comme dit plus haut le traitement 
des termes attachés aux couples Q C R avec Q ^ G est en général beaucoup plus 
difficile que le cas Q = G traité par Arthur. La fonction B apparaît le plus souvent 
dans les calculs via sa transformée de Fourier. Celle-ci n'est pas à support com- 
pact, mais seulement à décroissance rapide, ce qui pose de délicats problèmes de 
convergence. Pour les traiter, on a besoin de majorations plus fines que dans les 
paragraphes précédents. 

Chapitre 13. Calcul de A^{B). 

Ce chapitre peut être vu comme l'analogue tordu de la seconde partie de [S]. 
Il s'agit, entre autre, de tenir compte du caractère asymptotique des expressions 
en termes de (G, M)-familles obtenues par le calcul de produit scalaire dans le cas 
où les séries d'Eisenstein ne sont pas construites à partir de fonctions cuspidales. 
Ici encore une difficulté nouvelle provient des termes avec Oo{Q) ^ Q. La démarche 
empruntée ici fournit au total une expression plus simple que celle obtenue par 
Arthur dans le cas non tordu. Elles différent par des termes asymptotiquement 
petits ; il en résulte qu'une des étapes combinatoires de [B] (sa section 3) se trouve 
ainsi déjà prise en compte. 

Chapitre 14. Formules explicites. 

Ce chapitre exploite l'analyse faite dans les deux chapitres précédents pour 
obtenir dans le cas tordu l'analogue des formules obtenues par Arthur dans [B] 
donnant l'expression explicite des termes spectraux de la formule des traces. 

La section [l4.11 s'inspire du traitement proposé par Langlands dans ([SD] Lec- 
ture 15) mais en utilisant de façon systématique la globalisation des (G, M)-familles 
ce qui rend plus transparent l'argumentaire combinatoire et simplifie considérable- 
ment tant cette combinatoire que les notations. 

L'objet de la section [14.21 est de débarrasser les divers termes de la fonction 
auxiliaire B en la faisant tendre vers 1. Pour cela il convient d'établir la convergence 
absolue de ces termes. Arthur utilise deux arguments : 

1 - il suppose l'existence d'une normalisation des opérateurs d'entrelacements, 

2 - il montre que les termes à contrôler, qui font intervenir des (G, A/)-familles 
définis au moyen des facteurs de normalisation, peuvent s'exprimer comme une 
combinaison linéaire de produits de dérivées du premier ordre en certaines variables. 
Ceci permet la réduction à un problème en rang un. 

L'existence d'une normalisation a été établie pour la première fois par Lan- 
glands dans ([5D] Lecture 15). Cette normalisation a depuis été reprise par Arthur. 
N'ayant rien à ajouter nous nous contentons de citer Arthur |13j pour cette norma- 
lisation ainsi que [B] pour la fin de la preuve, à un détail près qui fait l'objet d'un 
complément. 

Une dernière section reformule le développement spectral en exploitant la con- 
vergence absolue due à Finis, Lapid et Millier. 

Chapitre 15. Complément. 

On montre que le volume de certains convexes peut se calculer au moyen de 
polynômes du premier degré en chaque variable pour un choix astucieux des va- 
riables paramétrant le convexe. Ceci montre que dualement des termes définis au 
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moyen de certaines (G, M)-familles peuvent s'exprimer au moyen de produits de 
dérivées du premier ordre en chacune de ces variables. Ce résultat, de nature com- 
binatoire, dû à Arthur dans le cas non tordu et que nous généralisons, peut être vu 
comme un cas très simple de résultats plus généraux de Finis et Lapid [22] • Ceci 
permet d'étendre au cas tordu les techniques d'Arthur pour la preuve du théorème 
114.3.11 
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Chapitre 1 

Racines et convexes 



1.1 Les espaces ap 

Soit F un corps de nombres. On note A l'anneau des adèles de F. Soit G 
un groupe linéaire algébrique connexe défini sur F. On note Xp(G) le groupe des 
caractères rationnels de G et on pose 

Og = Rom{XF{G),m.) . 

C'est un espace vectoriel sur M. On note uq sa dimension. On dispose alors d'un 
homomorphisme 

Hg : G(A) ^ aa 

défini par 

îlG{x)^{x^log\xix)\} . 

On notera 

G(A)' 

le noyau de cette application. Considérons une décomposition de Levi : G — LN où 
TV est le radical unipotent de G. L'homomorphisme Hg est trivial sur N{A) ainsi 
que sur Lder{^) où Lder est le groupe dérivé du sous-groupe de Levi L. 

Supposons maintenant que G est réductif. On note Zq son centre. Soit Gq 
la restriction des scalaires de à Q de G. On note 21g la composante neutre du 
groupe des points réels du Q-tore déployé maximal du centre de Gq. Donc 21g est 
un sous-groupe de Lie connexe de Z^o : 

21g C Z^ Zg{F (g) M) c Zg(A) c G(A) . 

Par restriction de Hg à 21g on obtient un homomorphisme : 

2tG OG 

qui est un isomorphisme. On peut alors interpréter ac comme l'algèbre de Lie de 
2tG et voir og comme une sous-algèbre de l'algèbre de Lie g de Gq(M). On notera 

le point de 21g d'image H dans aQ. On observera que l'application naturelle 

G(A)^ ^ 2tG\G(A) 

est un isomorphisme. 
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Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G où M est un sous-groupe de 
Levi de P, définis sur F ; on observe que Xp{P) = Xp{M) et donc 

ap = aM ■ 

On choisit un sous-groupe parabolique minimal Pq et un sous-groupe de Levi Mq 
de Pq. Le groupe Mq est fixé une fois pour toutes dans la suite de ce texte. On pose 

Dans toute la suite, nous ne considérerons que des sous-groupes paraboliques P 
semi-standard c'est-à-dire contenant Mq. Le sous-groupe de Levi M est déterminé 
par P et la condition Mq C M et on écrira parfois 2lp pour 2li/. On prendra garde 
que 

n'est pas central dans P(A). Toutefois 2lpAf(A) est un sous-groupe distingué dans 
P(A). L'inclusion P Cl G induit une inclusion 

XpiG) c XpiP) 

et donc une surjection 

ap uq 

dont le noyau sera noté ap. Compte tenu des isomorphismes 

Sic ac et 21a/ ^ ûa/ = ap 

et de l'inclusion 

2tG C 21m 

on obtient une section oq ap de la surjection ap — > ac et donc une décomposition 

ap = Qg ® flp • 

Plus généralement, soient P C Q deux sous-groupes paraboliques de G. En utili- 
sant que Hq est trivial sur le radical unipotent de Q ce qui précède fournit une 
décomposition 

ap = ag œ . 

On pose 

Op = dimap . 

On considère ao comme l'algèbre de Lie de 21a/o et donc comme une sous- 
algèbre de Q. La forme de Killing induit un produit scalaire sur a^. Ceci définit une 
structure euclidienne sur son dual et on notera < a, (3 > le produit scalaire de deux 
éléments du dual. Cette structure euclidienne définit également une mesure sur ag^. 
Plus généralement on dispose ainsi de mesures canoniques sur les espaces ap vus 
comme quotients Uq /qq. 

1.2 Sous-groupes paraboliques et bases de racines 

On suppose désormais G réductif. On dispose des racines attachées au couple 
(Mo, G). Ce sont des formes linéaires sur ao nulles sur aa- L'ensemble de leurs 
restrictions à ao^ est un système de racines, non réduit en général. On a choisi 
un sous-groupe parabolique minimal Pq : on dispose donc de la notion de racines 
positives et d'une base de racines simples notée Ap^. On notera TZ'~^ le système de 
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racines réduit formé des racines (3 telles que (3/2 ne soit pas une racine. On écrira 
souvent TZ pour TZ'^ . C'est le système de racines réduit admettant Ap^ comme base. 

Si P est standard de sous-groupe de Levi M, on notera Ap^ la base des racines 
simples pour le couple {Mo, M). C'est une base du dual de = aô^. On considérera 
les éléments de Ap^ comme des formes linéaires sur ao ou suivant les besoins. 
En particulier on peut voir Ap^ comme un sous-ensemble de Ap^ . La combinatoire 
utilisera de façon systématique le fait bien connu suivant : 

Lemme 1.2.1. L'application 

P^A?„ 

est une bijection entre l'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G et 
l 'ensemble des parties de Ap^ . 

On dispose également de la base des coracines Ap^ dans ; on notera Ap^ la 
base duale de la base des coracines. Lorsque le groupe est déployé Ap^ est l'ensemble 
des poids dominants fondamentaux du groupe dérivé. De plus, Ap^ est l'ensemble 
des restrictions non nulles des w G Ap^ au sous-espace a^. Plus généralement, 
soient P <Z Q deux sous-groupes paraboliques standard. On note A^ l'ensemble 
des restrictions non nulles des éléments de Ap^ au sous-espace ap. Cet ensemble 
de formes linéaires est une base du dual (ap)* de ap et aq s'identifie avec le sous- 
espace de ap intersection des noyaux des a S A^. On prendra garde toutefois 
qu'en général A? n'est pas la base d'un système de racines. On notera le sous 
ensemble des eu G Ap^ nuls sur a^. On prolonge les éléments de A^ et en des 
formes linéaires sur Oq en les composant avec la projection 




On écrira parfois Ap pour Ap ainsi que Ap pour Ap. On observera que les 
bases A^ et sont indépendantes du choix du sous-groupe parabolique mini- 
mal Pq C p. On peut donc définir de telles bases pour toute paire de sous-groupes 
paraboliques P C Q sans les supposer standard. 

Lemme 1.2.2. si P C Q Cl R sont trois sous- groupes paraboliques, alors on a les 
inclusions 

A^ C A^ et Âg C 
et il existe un sous-groupe parabolique S tel que P (Z S C R et 

A^ = Af-A^ et Âf = Â^-Â0. 

Preuve : La première assertion est claire ; la seconde résulte de 11.2.11 

□ 



Lemme 1.2.3. Soient P Cl R deux sous-groupes paraboliques. 



PCQCR 



1 SI P = R 
sinon 



Preuve : Il suffit d'observer que d'après 11.2.11 la famille des sous-groupes parabo- 
liques Q entre P et R est en bijection avec la famille des sous-ensembles de Ap puis 
d'invoquer la formule du binôme. 

□ 
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On observera que si on identifie Op et son dual au moyen de la structure 
euclidienne canonique, les éléments de sont colinéaires aux éléments de la base 
duale de la base et plus précisément ne diffèrent que par des scalaires rationnels 
strictement positifs. Dans la combinatoire des cônes, les longueurs des vecteurs des 
bases ne jouent aucun rôle ; seuls les angles importent. On pourrait donc remplacer 
partout les Ap par la base duale de Ap, mais il reste commode de penser aux 
éléments de comme des restrictions de poids. 

Les angles seront contrôlés via les deux lemmes bien connus ci-dessous. Ils sont 
au cœur de la combinatoire qui commande toute la suite. 

Lemme 1.2.4. Considérons un espace vectoriel euclidien V de dimension finie, 
muni d'une base obtuse A c'est-à-dire que pour a ^ P dans A 

< a,/3 > < . 

Soit A^ une partie de A. On note Ai la projection de A. — A^ sur l'orthogonal Vi 
de A^. Alors Ai est une hase obtuse de Vi. 

Preuve : Considérons trois vecteurs distincts a, /3 et 7 appartenant à A. La pro- 
jection S de a sur l'orthogonal de 7 s'écrit : 

_ < a, 7 > 
a = a — Cq, 7 avec ~ '■ . 

< 7,7 > 

Mais, si /3 est la projection de /3 sur l'orthogonal de 7 on a 

< /3,7 >=<Â7 > 

et donc 

<C d ^ > <C B ^ ^ 

< â, /3 >=< a, /3 > — — — < < a, /3 > < . 

< 7,7 > 

Le lemme résulte de cette remarque par récurrence sur le cardinal de A^. 

□ 

Lemme 1.2.5. Considérons un espace vectoriel euclidien V de dimension finie, 
muni d'une base obtuse A. Alors la base duale A est une base aigiie ^ de V : le 
produit scalaire < w,w' > est positif ou nul pour tout w et tu' dans A. 

Preuve : Soient w et 137' deux vecteurs distincts dans la base duale A. On désigne 
par a et a' les éléments de A correspondant à tu et ru' . Notons A^ le complémentaire 
de {a, a'} dans A et Vi l'orthogonal de A^. On observe que zu et vu' forment une 
base de Vi. Notons enfin a et a' les projections de a et a' sur Vi. D'après 11.2.41 
l'ensemble {â,cî'} est une base obtuse de Vi. Comme c'est la base duale de la base 
{vu, vu'}, on est ramené à prouver le lemme en dimension 2, ce qui est élémentaire. 

□ 

Lemme 1.2.6. ^ L'ensemble Ap est une base obtuse du dual de ap et la base 
duale Ap est aigiie. 

Preuve : Supposons que P <Z Q sont deux sous-groupes paraboliques standard. On 
sait que Ap^ est une base obtuse du dual de Oq pour la structure euclidienne induite 
par la forme de Killing. Il résulte alors de 11.2.41 que Ap, qui est la projection de 
Ap^ — Ap^ sur l'orthogonal a*p de ap^^ est aussi obtuse. De même la base des coracines 
est obtuse. Maintenant le dual d'une base obtuse est une base aigiie d'après [TT231 

□ 

1. Le rédacteur principal a choisi d'écrire aigiie plutôt que aiguë (nonobstant la préférence du 
second rédacteur pour cette graphie traditionnelle), suivant en cela les récentes recommandations 
du Conseil supérieur de la langue française. 

2. Langlands donne un énoncé légèrement plus fort dans ( 1281 Lemme 2.9, p. 20). 
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Lemme 1.2.7. On suppose que P (Z Q sont deux sous-groupes paraboliques stan- 
dard et on considère H £ Uq tel que 

a{H) > Va G et vj{H) < Vro 6 Â^^^ . 



Alors 

7(i/) > V7 G A^^, - A^„ . 
Preuve : Par hypothèse, si on note Hq la projection de H sur ag, on a 

avec > et bp < 0. Mais, pour 7 G A^^^ - A|^^ on a 7(/3^) < d'après [TXïïl II 
reste à observer que ^{Hq) = et que puisque 7 ^ Ap^ alors 7(117^) = 1 pour l'un 
des 

tu G C Â^^ 
alors que 7(07^) = pour tous les autres w'^ . 

□ 



Lemme 1.2.8. Soit P et Q deux sous-groupes paraboliques. Si a{X) > pour tout 
a G A? on a 

m{X) > pour tout w G Ap . 
Preuve : il sufBt de montrer que tout vo G Ap peut s'écrire 

nj = ^ CaOL avec Cq > pour tout a G A^ . 

Ceci résulte de ce que Ap et Ap sont deux bases de Op et de ce que, pour tout 
a G A?, si îu^ est l'élément de la base duale correspondant à a, alors 

car. d'après [1.2.61 appartient à une base aigûe. 

□ 

Lemme 1.2.9. Soient P C Q G R trois sous-groupes paraboliques. Supposons 
a{X) > pour tout a G Ap. Considérons a G Ag projection de a € Ap sur Qq. 
Alors 

âiX) > aiX) > . 
Preuve : On peut écrire a sous la forme 

S = a + ^ c^îx7^ avec ro^ G 

et on doit avoir < /3,cF >= pour /3 G Ap. Mais 

< /3,â >=< a,l3 > +Cf3 = 
implique > puisque Ap est obtuse. On en déduit, compte tenu de ll.2.8[ que 

â{X) = a{X) + Y C/3W^j(X) > a{X) . 



□ 
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Un élément X G sera dit "positif régulier" ou simplement "régulier" si 
a{X) > Va e . 
Nous utiliserons aussi la variante suivante : on introduit le nombre 

dp^{X) = inf aiX) . 

Alors, X est régulier si dpg{X) > 0. 

Lemme 1.2.10. Soit P un sous-groupe parabolique standard et considérons et G Ap 
qui est la projection de a G Ap,, . Soit X £ ao régulier. On a 

â{X) > a{X) > dp„{X) . 

Preuve : C'est une conséquence immédiate de ll.2.91 

□ 



1.3 Géométrie et groupe de Weyl 

Le quotient du normalisateur de Mq dans G par Mq est le groupe de Weyl 
de G et sera noté W-^ ou simplement W. Si P est un sous- groupe parabolique 
(semi-standard) de sous groupe de Levi M on notera souvent au lieu de W*^ 
le groupe de Weyl de M. On notera £{s) la longueur de s G W. 

Soit s G W ; on définit un sous-ensemble de TZ par 

n{s) = {/3 G 7^ I /3 > et s(/3) < 0} . 

Plus généralement, pour s et É dans W on pose 

n{s,t) ^ en\t{l3) > et s{/3)<0}. 

On remarquera que j3 tjS induit une bijection n{s,t) n{st-^). 

Lemme 1.3.1. Considérons s = SaU avec £{s) — i{u) + 1 où Sa est la symétrie 
définie par rapport à la racine simple a ; alors 

TZ{s) = 7^(^t) U {7} 

avec 7 = u~^{a) ; en particulier le cardinal de TZ{s) est la longueur de s. Plus 
généralement, posons v = st~^ et supposons que v = s^w avec £{v) = £{w) + 1 
où Sa est la symétrie définie par rapport à une racine simple a. Posons, comme 
ci-dessus, u — s~^s et 7 = u~^a alors 

n{s,t) = n{u,t) U {7} . 

Preuve : La première assertion est un résultat classique que l'on trouve par exemple 
dans [IH] Chapitre VI, § 1, n° 6, Corollaire 2, page 158. Pour le cas général on 
invoque les bijections TZ{u, t) TZ{w) et Tl{s, t) TZ{v) induites par (3 ^ t(i puis 
on remarque que t{u^^a) = w^^a. 

□ 
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Lemme 1.3.2. Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard et soit s G W. 
Supposons que les racines (3 G 7^(s) sont combinaison de racines simples a G Ap^ 
alors s appartient à . 

Preuve : Cette assertion s'obtient par récurrence sur la longueur de s. C'est clair 
pour i{s) = 0. Maintenant supposons que s = Sat avec £{s) = £{t) + 1 où Sq. est la 
symétrie définie par rapport à la racine simple a. On a vu en ll.3. li gue 

n{s) = nit) u {7} 

avec 7 = t~^{a). Par hypothèse de récurrence t appartient au groupe de Weyl de 
M, le sous-groupe de Levi de P. Comme 7 ne fait intervenir que des racines simples 
dans Ap^ et comme 

a = t{j) 

on a a G Ap . Donc Sa appartient aussi au groupe de Weyl de M ainsi que s = Sat. 

□ 



Les lemmes suivants sont également classiques mais leur démonstration est 
souvent laissée en exercice 'l^'. Faute de référence commode, nous en donnons des 
preuves pour le confort du lecteur. 

Lemme 1.3.3. Soit P un sous-groupe parabolique standard. Toute classe dans 
W/W^ possède un unique représentant s de longueur minimale et, pour tout t G 
W^, 071 a 

£{st) = £{s) + £{t) . 

Preuve : Soit s un élément de longueur minimale dans sa classe et soit t G W^. 
Considérons des décompositions réduites de s et t : 

s = Si ■ ■ ■ Sp et t = ti ■ ■ ■ tq . 
Alors ou bien £{st) = p + q ou bien il existe un plus petit indice < r < g tel que 

£{sti---tr) ^p + r 

et 

£{sti ■ ■ ■ tr+i) — p-{-r - 1 . 

Il résulte alors de la "condition d'échange" (cf. [T5] Chapitre IV, § 1, Proposition 4, 
p. 15) que l'on a soit Q 

s tl • • • tj--^l = s t\ • • • ti • • • tj. 

ce qui est impossible puisque ti • • • tr+i est une décomposition réduite, soit 

st\--- ^r-f-l — S\ ■ • • Si • ■ ■ Spt\ ■ • • tr 

ce qui contredit la minimalité de la longueur de s dans sa classe. 

□ 

3. cf. par exemple 1181 Chapitre IV, § 1, Exercice 3, page 37 

4. Dans ce qui suit la notation signifie que ti est omis. 
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Le lemme 11.3.31 admet la généralisation suivante : 

Lemme 1.3.4. Soit P et Q deux sous-groupes paraboliques standard. Toute classe 
dans W^\W/W'5 possède un unique représentant de longueur minimale. 

Preuve : Soient s et cr deux éléments de longueur minimale dans la même classe. 
On a donc cr = ust avec u G et t G et supposons de plus que t et u sont 
choisis de sorte que q = i{t) soit minimal. Considérons des décompositions réduites 
de s, t et u : 

s = Si • ■ • Sp , t = ti ■ ■ - tq et u = Ur • ■ ■ Ui . 

Comme s est minimal dans sa double classe il résulte de 11.3.31 que 

i{st)=£{s)+£{t)=p + q . 
Si nous supposons r > 1, il existe un indice A: < r tel que 

i{uk ■ ■ - Uist) — p + q + k 

et 

i{uk+i ■ --uist) = £{uk • • • ui si) - 1 . 

Il résulte alors de la "condition d'échange" que, puisque Uk+i ■ ■ ■ ui est une décom- 
position réduite, alors on a 

Uk+l ■ ■ ■ Ul s t — Uk ■ ■ ■ Uis' t' 

avec soit 

s' t' = .s' t = Si ■ ■ ■'Si ■ ■ ■ Spt 

ce qui contredit la minimalité de la longueur de s dans sa classe, soit, q > 1 et 

s' t' = s t' = S ti ■ ■ ■ ti ■ ■ ■ tq 

et donc si on pose 

u' = Ur- - - ûk+i - --ui 

on aura 

(T = ust = u'st' 

avec £{t') ~ £(t) — 1 ce qui contredit la minimalité de q. On a donc r = et comme 
£{a) = £{s) on aura aussi ç = et cr = s. 

□ 

Lemme 1.3.5. Soit P un sous-groupe parabolique standard. Tout s G W/W^ ad- 
met un unique représentant, encore noté s, dans W satisfaisant l'une des conditions 
équivalentes suivantes : 

(i) s est de longueur minimale dans sa classe à gauche modulo W^. 
(a) sa > pour toute a G Ap^ 

Preuve : D'après 11.3.31 dans toute classe à gauche modulo il existe un 
unique élément s G W de longueur minimum et la longueur de .s est le nombre de 
racines (3 positives, appartenant au système de racines réduit TZ, telles que s(/3) soit 
négatif (cf. I1.3.ip . Considérons cet élément s et supposons qu'il existe une racine 



5. Ce lemme est la Proposition 3.9 de 1171 . 
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a e Ap^ avec sa < 0; comme la symétrie Sa, relative à cette racine simple, ne 
change pas le signe des racines positives autres que a on en déduit que 

e{sSa) = ii-s) - 1 

ce qui contredit la minimalité de £{s). La condition (i) implique donc (ii). Mainte- 
nant on observe que, puisque agit trivialement sur ap, le signe de t{/3) pour 
(3 £ TZ est indépendant de t G si la projection de /3 sur ap est non nulle. La 
condition (ii), lorsqu'elle est réalisée, permet donc de minimiser la longueur de s. 

□ 



Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques (semi-standard). On note 

W{ap,aQ) 

l'ensemble des restrictions à ap des s e W tels que 

s{ap) = uq . 

C'est un sous-ensemble de W/W^ . On dit que deux sous-groupes paraboliques 
standard P et Q sont associés si W(ap, Oq) est non vide. 

Lemme 1.3.6. Supposons P et Q .standard. Tout s G W(ap, ag) admet un unique 
représentant, encore noté s, dans W satisfaisant l'une des conditions équivalentes 
suivantes : 

(i) s est de longueur minimale dans sa classe à gauche modulo W^. 

(ii) s est de longueur minimale dans sa classe à droite modulo W^. 
(m) sa > Q pour toute a G Ap^^ 

(iv) s~^a > pour toute a G Ap^ 

r.;.(A?o)-A?,- 

Preuve : L'équivalence de (i) et (ii) est claire. L'existence de s et l'équivalence de 
(i) et (iii) est l'objet de ll.3.51 L'équivalence de (ii) et (iv) se démontre de même en 
changeant s en . La condition (iii) nous dit que s(Ap ), qui est une base pour le 
système de racines du sous-groupe de Levi Mq de Q, est formé de racines positives ; 
c'est donc Ap^. Donc (iii) implique (v). Maintenant (v) implique évidemment (iii) 
et (iv). 

□ 



Soient maintenant P et R deux sous- groupes paraboliques (semi-standard). On 

note 

W(ap,iî) 

l'ensemble des doubles classes dans 

W^\W/W^ 

formées d'éléments s G W tels que s{ap) D or. Le lemme [T. 3. 61 admet la générali- 
sation suivante (cf. (3^ assertion (3) p. 93) : o 

Lemme 1.3.7. Si P et R sont standard, l'ensemble W(ap, R) est en bijection avec 
l'ensemble des s G W tels que 

(i) s{ap) D ap 

(ii) s~^a > pour toute a G Ap^. 

6. Ce lemme fait partie des exercices laissés à la lectrice dans 1301 . 
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Pour un tel s on a 

où Q est un sous-groupe parabolique standard dans R. L'ensemble W(ap, R) est en 
bijection avec l'union disjointe des quotients 

W«(QQ,aQ)\W(ap,OQ) 

où Q parcourt les sous-groupes paraboliques standard dans R, modulo Mu-associa- 
tion. 

Preuve : La condition s{ap) D an équivaut à dire que le sous-groupe de Levi 
Mu de R contient s{M). L'ensemble W{ap,R) est donc formé de doubles classes 
d'éléments s tels que 

s(W^) C W^^ . 

C'est donc aussi le sous-ensemble des classes dans W^\W'-^ d'éléments vérifiant (i). 
Maintenant, d'après Tl-S-Sl tout élément de W(ap, R) admet un unique représentant 
vérifiant (ii), à savoir l'élément de longueur minimale dans sa classe. Avec ce choix de 
s l'ensemble de racines s~^(Ap ) est une base du système de racines de s~^(Mp) 
formé de racines positives pour l'ordre induit par l'ordre sur les racines de G. 
L'ensemble Ap^ est inclus dans l'ensemble des racines de s~^(Mp). Comme les 
racines dans Ap^ sont des racines simples (pour G) elles sont a fortiori simples 
dans le système de racines de s~^(Afp) avec l'ordre induit et donc 

A^„Cs-i(A?„) 

ce qui équivaut à 

.(A^J c A« . 

Donc s(Ap ) est une base pour les racines d'un sous-groupe de Levi standard Q. 
La dernière assertion en résulte. 

□ 



1.4 Chambres et facettes 

Soit M un sous- groupe de Levi et Q un sous-groupe parabolique contenant M . 
L'ensemble des sous-groupes paraboliques P C Q et admettant M comme sous- 
groupe de Levi sera noté 

P'^{M) . 

L'ensemble des sous-groupes paraboliques P avec M C P C Q sera noté 

TQ{M) . 

Enfin, on désigne par 

CQ{M) 

l'ensemble des sous-groupes de Levi L avec M C L C Q. On omettra souvent 
l'exposant Q lorsque Q ~ G. 

Soit P un sous-groupe parabolique standard et soit M son sous-groupe de Levi. 
On note 

W'^(oa/) ou simplement W(aA/) 

l'union (disjointe) de tous les W(ap,ap) où R est un sous-groupe parabolique 
standard de G. Cet ensemble est en bijection avec un sous-ensemble du quotient 
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W'^'/W^^ que l'on identifie à un sous-ensemble de W'-' en choisissant le représen- 
tant de longueur minimale. D'après 11.3.61 W(aj\f) est l'ensemble des s G W-^ tels 
que s(Ap^) C Apg. On notera 

W^{M) ou simplement W{M) 

le groupe quotient du groupe A^^(M) des s G W tels que s{M) = M par le 
sous-groupe W^^. On peut identifier W(A/) avec un sous groupe de W : à tout 
s G (M) on associe s le représentant de longueur minimale dans la classe 

Une variante de la preuve de 11.3.41 montre que s s est un homomorphisme 
iV^(M) — > W dont le noyau est W*^. Son image est donc isomorphe à W(M). 
On notera n{M) le cardinal de W(aM) et w{M) le cardinal de W(M). Alors 
n{M)/w{M), le cardinal du quotient W(aM)/W(M), est le nombre de sous-groupes 
paraboliques standard associés à P. 

On dispose dans a^/ des chambres de Weyl complémentaires des hyperplans 
définis par les racines /3 dans TZ qui ne sont pas identiquement nulles sur à • Soit 
s G W(aM), on note A(M, s) l'ensemble des projections sur des a G s~^(Apg) 
qui ne sont pas identiquement nulles sur qm- On définit une chambre Cm (s) dans 
ai\i par les inégalités 

a{H) > pour a G A(Af, s) . 

Plus généralement on dispose des facettes lorsqu'on remplace les inégalités par des 
égalités pour les a appartenant au sous-ensemble de racines associé à un sous-groupe 
de Levi contenant M (cf. [18] Chapitre V, §1). 

Lemme 1.4.1. Il y a une bijection naturelle entre les trois ensembles suivants 

(i) L 'ensemble Cm des chambres de Weyl dans aM 

(ii) L'ensemble V{M) des sous-groupes paraboliques P admettant M comme sous- 
groupe de Levi. 

(m) L'ensemble 'Vil {aM)- 

Preuve : Considérons s G W(oa/). On lui associe la chambre Cm{s). On remarque 
que Cm{s) est une facette d'une chambre de Weyl dans ao et que les chambres qui 
admettent Cm{s) comme facette forment une orbite sous W^^. L'application 

W(aM) Cm 

est donc injective. Maintenant, toute chambre dans aj\/ est une facette d'une cham- 
bre dans ao. Comme le groupe de Weyl est simplement transitif sur l'ensemble des 
chambres dans ao l'application ci-dessus est surjective. Enfin à A(A/, s) on associe 
le sous-groupe parabolique Qs G V{M) tel que 

Aq^, = A(Af,s) . 

On en déduit la bijection entre (ii) et (iii). 

□ 

Lemme 1.4.2. Il y a une bijection naturelle entre les deux ensembles suivants 

(i) Les facettes dans aM 

(ii) L'ensemble J-{M) des sous-groupes paraboliques P contenant M. 
Preuve : On observe que 

T{M)= U r{L) 

LeC(M) 

et l'assertion résulte alors de ll.4.11 

□ 
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Soit s G W(aA/) alors s{M) est le sous-groupe de Levi d'un sous-groupe para- 
bolique standard que nous noterons Rg- Soit R^ le sous-groupe parabolique stan- 
dard dont le sous-groupe de Levi admet comme racines simples les a € Ap^ avec 
s~^a > 0. On pose 

Qs = s-\Rs) et Q-'^s-HRI- 

En particulier Qg est le sous-groupe parabolique dans V{M) associé à s par 11.4.1] 
Il résulte de ll.3.6l aue Rg C iî* et donc Qg C Q'^. On pose 

J-,(M) = {Q\QgCQc Q'} . 

Lemme 1.4.3. L'ensemble J-{M) des sous-groupes paraboliques Q contenant M, 
est l'union disjointe, indexée par s G W(oa/), des Ts{M). En d'autres termes, si 
f est une fonction sur T{M) on a : 

(1) E E E /w)- 

En particulier, si f{Q) ne dépend que de s lorsque Q G J-g{M), alors 

(2) Y. = /(^) 

QeT{M) 

où P est le sous-groupe parabolique qui correspond à l'opposé de la chambre de Weyl 
positive dans Qa/. 

Preuve : Etant donné Q on lui associe l'élément s G W de longueur minimale tel 
que s{Q) soit standard. C'est un élément de W(aA/). On a alors 

QgdQ^Q' . 

L'assertion (1) est ainsi établie. Maintenant, on observe que Qg = si et seulement 
si s est l'élément qui est associé, par 11. 4. Il à l'opposé de la chambre positive dans 
Om- L'assertion (2) résulte alors de (1) et de ll.2.31 

□ 

Nous utiliserons aussi la variante suivante : 

Lemme 1.4.4. Soit P un sous-groupe parabolique standard de sous-groupe de Levi 
M . Soit g{s, R) une fonction dépendant de s G W et d'un sous-groupe parabolique 
standard R et telle que 

g{ts, R) = g{s, R) pour t G . 

On a 

E E 3(-'^)-E E E 

-PoC-R, s6W(of.,iî) S ,seW(op,as) s-^{R)^Fs{M)) 

la somme en S au second membre portant sur les paraboliques standard associés à 
P. 

Preuve : On observe que tout Q G J^{M) s'écrit d'une façon et d'une seule sous 
la forme Q = s~^{R) avec s G W(aQ,P) et on rappelle que W(aM) est l'union 
disjointe des W(ap, as) où S décrit l'ensemble des sous-groupes paraboliques stan- 
dard. Le lemme résulte alors de l'assertion (1) de ll.4.31 

□ 
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1.5 Familles orthogonales 

On appelle famille orthogonale la donnée d'une fonction sur le groupe de Weyl 

X : si^ X, 

à valeurs dans ao, telle que si s = t où Sa est la symétrie définie par rapport à 
la racine simple a alors 

avec b.y{s,t) £ C et 7 = t^^{a). On observera que 

TZ{s,t) = {'-f} et 7?.(t, s) = {— 7} et donc bj{s,t) ^ b^{t, s) 

ne dépend que de la paire {s, t}. En d'autres termes si s et < définissent des chambres 
adjacentes, alors Xt — X^ est orthogonal au mur séparant les deux chambres. On 
dit qu'une famille orthogonale est régulière si by{s,t) > pour toute paire {s,t} 
définissant des chambres adjacentes. 

Lemme 1.5.1. Soit X une famille orthogonale. Soient s et t deux éléments du 
groupe de Weyl, il existe des scalaires bp{s,i), dépendant du choix d'une décompo- 
sition réduite de v ^ st^^ , tels que 

Xt-Xs^ Y, bpis,t) 13'' . 

Si X est régulière les coefficients bjj{s,t) sont strictement positifs. 

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur la longueur de w = st~^. Si s = i 
l'assertion est triviale. Maintenant supposons v = SaW avec l(v) = £{w) + 1 et 
Sa la symétrie définie par rapport à une racine simple a. Posons u = SaS et donc 
ut~^ — w. Par hypothèse de récurrence, et compte tenu du cas particulier de la 
longueur 1 où l'assertion n'est autre que la propriété de définition des familles 
orthogonales, on a 

Xt-X, = iXt-X^) + {Xu-X,)= Y. hp{u,t) +b^{s,u)^'^ 

avec 7 = u^^{a). On posera 

bi3{s,t) = bfjiiL^t) pour (3 ÇiTZ{u,t) et b^{s,t) ~ b^{s,u) . 

Pour conclure on observe que, d'après fl.S.li on a 

TZ{s,t) ^ n{u,t) u {7} . 

On aurait aussi pu procéder ainsi : si v = s„ • • ■ si est une décomposition réduite 
de w = st^^ et si on pose 

Vt = Si---si , ti^Vit et 7?.(tj,i,_i) = 

on a éq = ^ et É„ = s et donc 

i—n i—n 

i=i i=i 
Enfin il convient d'observer que TZ{s,t) est l'ensemble de ces /?,;. 

□ 
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Un premier exemple de famille orthogonale est fourni par le lemme suivant : 

Lemme 1.5.2. Soit s un élément du groupe de Weyl et soit T G Qq. Alors pour 
chaque f3 G 7?.(s) il existe une forme linéaire 

T^cpis,T) 

strictement positive sur la chambre de Weyl positive, de sorte que 
{l-s-^)T = T-s-\T)= ^ c^(s,T)/3V 

De plus on a 

c/5(s,T)>dp„(r) . 

£^71 particulier s H> s^^T est une famille orthogonale. Elle est régulière si T est 
régulier. 

Preuve : Supposons s = Sat avec /(s) = Z(<) + 1 et Sa la symétrie définie par rapport 
à la racine simple a. On observe que 

t~^T - s-^T = t-\T - s-^T) = a{T) t-^ia"") 

Le lemme résulte alors de ll.S.lI pour 

s ^ s^^T . 

□ 

Au lieu des éléments du groupe de Weyl on pourra utiliser les sous-groupes 
paraboliques minimaux pour indexer les éléments d'une famille orthogonale : à 
tout s G W on associe le sous-groupe parabolique minimal P = s^^Po et on écrira 
Xp pour Xg. Ceci a l'avantage de fournir une indexation indépendante du choix 
de Pq- La condition d'orthogonalité pour la famille X est équivalente à demander 
que si P et Q sont deux sous-groupes paraboliques minimaux adjacents alors Xp 
et Xq ont la même projection Xp sur le mur séparant les chambres associées à P 
et Q c'est-à-dire sur ap où R est le sous-groupe parabolique engendré par P et Q. 
Plus généralement si R est un sous-groupe parabolique et si P C P on note Xp la 
projection de Xp sur ap. Cette projection est indépendante du choix de P. 

Nous aurons besoin de la généralisation suivante : si M est un sous-groupe 
de Levi, on appellera famille M-orthogonale la donnée d'une famille d'éléments 
Xq e qq pour chaque Q G J^{M) telle que si P € iF^{M) alors la projection de 
Xp sur aq soit Xq. Il suffit bien entendu de se donner les Xp pour P G V{M). 
Etant donnés une famille orthogonale X et AI un sous-groupe de Levi standard, 
on définit une famille Af -orthogonale en considérant les projections sur Oj\/ des X^ 
pour s e W(aM) fcf. [TXÏ|) . 

On notera i^M l'espace vectoriel des familles M-orthogonales. C'est la limite 
projective des ap sur l'ensemble des P G J'iM) muni de l'ordre inverse de celui 
défini par l'inclusion : 

^ l^m ap 

avec pour flèches les projections 

TTp.Q : ap ^ aq 
lorsque P C Q. On dispose donc de projections 

Ti'p : -^A/ ^ ap 

indexées par les sous-groupes paraboliques P G J-{AI) et il est facile de voir qu'elles 
sont surjectives (par exemple en utilisant 11.5.2p . 
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1.6 Enveloppes convexes de familles orthogonales 

Nous rappelons maintenant des résultats établis par Arthur dans |T] et qui 
généralisent des lemmes combinatoires empruntés aux travaux de Langlands sur les 
séries d'Eisenstein. 

Soit X = {Xs} une famille orthogonale dans ao et soit M un sous-groupe de 
Levi standard. Soient s et t dans W tels que les chambres C(s) et C{t) dans ao 
associées à s et É admettent des facettes définissant la même chambre dans om et 
donc diffèrent par un élément de W^-'^ . Maintenant 11.5.11 montre que Xt — Xg est 
orthogonal à aj\/ et donc que Xs et Xt ont la même projection sur aj\/. 

Lemme 1.6.1. Soient deux chambres C'{s) et C'(t) dans Uq associées à s et t 
définissant des chambres adjacentes Cj\/(s) et Cm(0 dans om- Alors la projection 
de Xt — Xs sur Om est orthogonale au mur séparant les chambres. 

Preuve : Les deux chambres Cm {s) et CM{t) dans étant adjacentes il existe une 
forme linéaire sur cet espace, unique à un scalaire près, qui est positive sur l'une et 
négative sur l'autre. Soit A une telle forme linéaire séparant Cm {s) et C]\i{t). On 
sait que (|1.5.ip 

Xt-Xs= Y. his^t) 

où TZ{s,t) est l'ensemble des racines telles que t{/3) > et s(/3) < 0. On a donc 
/3 = cpX si /3 est la projection de /3 sur qm pour tout /3 G Tl{s,t). 

□ 

Soit K dans une chambre de o^^. On définit (p^j s comme la fonction caracté- 
ristique des H G ao tels que 

Wa{H) < si a{K) > 

et 

Wa{H) > si «(k) < 

où les a parcourent A(Af, s) (cet ensemble a été introduit un peu avant [L^TI) . On 
note a(s, n) le nombre de a G A(M, s) avec «(k) < Q*- On introduit alors 

TM{H,X,n)= J2 i-ir^^'^UliAH - Xs) . 
Lemme 1.6.2. Supposons que, pour tout s on ait 

Wa{H -Xs) < 

pour tout a G A(A/, s). Alors Tm{H, X , n) ~ 1. 

Preuve : Le point k étant fixé dans une chambre, soit s G W(aM) l'élément du 
groupe de Weyl associé. On a 

(~ir(^'«)0X/,s(^-^s) = i 

alors que (p^^j ^{H — Xt) = Q s\ s ^ t. 

□ 

7. Nous avons suivi Langlands ( 1201 Lecture 15) et Arthur en définissant les fonctions 4''^i s 
et les nombres a(s, k) au moyen d'un paramètre k dans une chambre. Mais bien entendu, seul le 
choix de la chambre importe pour ces définitions. 
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Lemme 1.6.3. Soit s G W(oa/)- Supposons X régulière et soit k E Cm(s). Alors 
(i) le point Xs appartient au support de T m{*t ^ , i^) 
(a) si H appartient au support de rj\f(», on a 

< K,H - Xs><0 . 

Preuve : On observe que 

Par ailleurs on sait d'après 11.5.11 que puisque 3^ est régulière Xg — Xt est une 
combinaison à coefficients strictement positifs des coracines telles que s(/3) > et 
t{P) < 0. L'ensemble 7^(i, s) de ces racines est non vide si i 7^ s ; elles sont positives 
ou nulles sur la chambre Cm (s). Elles ne sont pas toutes nulles sur cette chambre 
si s et t définissent des chambres distinctes dans om- On aura donc vJa{P^) > 
pour au moins un a S A (M, s) et un (3 S TZit, s), ce qui implique 

Wc,{X,~Xt) > 

alors que «(k) > et donc 

cj>lj^,{X,~Xt) = . 

On a ainsi établi (i). Pour prouver (ii) on remarque que si T m{H^ X, k) est non nul, 
alors il y a au moins un t tel que 

<j>lj^,{H - Xt) ^ 1 

et donc 

(1) < K,H - Xt>=^a{K)vDa{H - Xt) <0 . 

Pour conclure, il reste à observer comme ci-dessus que Xt — Xg est une combinaison 
à coefficients positifs des coracines telles que t{/3) > et s(/3) < et donc on 
aura Wa{(3^) < pour toute a S A(M, s) alors que «(k) > ce qui implique 

(2) <K,Xt^Xs><0 . 
et la conjonction de (1) et (2) implique (ii). 

□ 

Lemme 1.6.4. ^ La fonction Ti\j{H, X , k) est indépendante de k. 

Preuve : Il suffit de montrer que si cr et r définissent des chambres adjacentes et si 
Kcr et Kr appartiennent aux chambres Cj\/((t) et Cj\/(t) respectivement alors 

TM{H,X,K,)=TM{H,X,Kr) . 

Examinons les différents termes. Tout d'abord on observe que 
si 

a{K^)a{Kr) > Va e A(M, s) . 

Reste à examiner les contributions des autres s. Soit A une forme linéaire définissant 
le mur entre les deux chambres CmIc) et Cm{t) et soient s et t deux éléments de 

8. Cet énoncé se trouve déjà pour l'essentiel dans 1271 §8, p. 246. 
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W associés à deux chambres adjacentes Cm (s) et Ci^[{t) séparées par ce mur. On 
observe qu'il existe dans A (M, s) et dans A(Af , t) une unique racine proportionnelle 
à A. On voit que 

UH) = cpll^[H - Xs) + (l^ll^iH - X,) 
est la fonction caractéristique des H tels que 

V!7a{H-Xs)<0 si a{Ka)>0 

et 

vjaiH-Xs)>0 si a(Ka) < 

pour les a S A(Af, s) qui ne sont pas proportionnels à A. Ce sont ceux pour lesquels 
on a a{Kcr)ct{KT) > 0. Mais pour chaque tel a G A(M, s) il existe un unique /3 G A{t) 
ayant la même projection (non nulle) sur le mur. Pour un tel couple on a voa = wp 
et ils sont orthogonaux à A. On a alors 

vJo,{H ~X,)^wii{H ^Xt) 

En effet, la projection de Xg — Xt est proportionnelle à A^ d'après [1.6. Il On a donc 

UH)=UH) 

et l'assertion en résulte. 

□ 

Proposition 1.6.5. Supposons que la famille orthogonale X est régulière. Alors, 
la fonction 

est la fonction caractéristique de l'ensemble des H dont la projection sur (ap- 
partient à l'enveloppe convexe des projections des Xs avec s G W(aA/). 

Preuve : Il résulte des lemmes 11.6.31 (ii) et 11.6.41 que le support de cette fonction 
est contenu dans l'ensemble des H tels que pour tout s G W(oa/) on ait 

Wc.{H-Xs) < 

pour tout a G A(A/, s). Il résulte alors de 11.6.21 et 11.6.41 que c'est la fonction carac- 
téristique de cet ensemble, qui est un convexe fermé. Maintenant, si H n'appartient 
pas à l'enveloppe convexe des projections des X^ il existe un cône ouvert non vide 
dans tel que pour k dans ce cône on ait 

<T,H - Xs » 

pour tout s G W(aj\/) et donc, d'après [1.6.31 (ii), H n'appartient pas au support. 
Mais par ailleurs 11.6.31 (i) montre que les projections des Xs avec s G W(oa/) 
appartiennent à ce support. 

□ 

1.7 Combinatoire des cônes 

Soient P C Q deux sous-groupes paraboliques (semi-standard) . On note Tp la 
fonction caractéristique du cône ouvert dans Qq défini par Ap : 

T^iH) = 1 ^ a{H) > Va G A^ 
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et on note Tp la fonction caractéristique du cône ouvert défini par Ap : 

Lorsque Q = G nous écrirons souvent Tp au lieu de Tp . On observera que la valeur 
de Tp{H) et de Tp{H) ne dépendent que de la projection Hp de H sur le sous- 
espace vectoriel ap 

Lemme 1.7.1. Si P C Q , on a 



Tp ^ Tp 



Plus généralement, si P d Q d R, 



Tp Tq s TpTQ ^ Tp . 

Preuve : La première assertion n'est autre aue ll.2.8l Montrons la seconde assertion. 
D'après ce qui vient d'être montré on a 



Il sufHt maintenant de montrer que 

Tp Tq ^Tp . 

Pour cela on observe que si H est tel que 

?^(iï)?^(iî) = l 

on a 

w{H) > Vnj G 

et d'autre part 

W{H) > G yzueÂ^-Â^ 
où w est la projection orthogonale de zu sur le dual de Op c'est-à-dire que 

■cu^m+ Aq ccJq avec Aq + rô(Q:^ ) = . 

Mais, on a vu dans la preuve de la première assertion du lemme que 

est une combinaison à coefficients positifs des racines dans Ap et comme Ap est 
une base obtuse on a rô'(a^) < et donc Aq > 0. Il en résulte que, comme escompté, 
zu{H) > pour ÎÎ7 e Âf - Âg. 

□ 

On définit une matrice dont les coefficients sont indexés par des paires de 
sous-groupes paraboliques standard 

T = {tp,q) 

avec 

'(-i)''^T^ si Pc g 



TP,Q 



G sinon 
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et de même 

T = {tp,q) 

avec 



TP.Q 



(-1)"^?^ si P C 
sinon 



Un des clefs essentielles pour la combinatoire des sous-groupes paraboliques, 
est la proposition suivante, appelée parfois "Lemme Combinatoire de Langlands" 
(cf. EH] Corollary 13.1.2) : 

Proposition 1.7.2. Les matrices t et t sont inverses l'une de l'autre. 
Preuve : Il suffit de montrer que 



J2 (_l)ap-.«^Q^^^ 



1 si p = R 
sinon 



Considérons e Oq. Il existe un unique sous-groupe parabolique S avec P C S C R 
tel que a G Ap équivaut à a{H) > pour a G Ap. De même il existe un unique 
sous- groupe parabolique T avec P C T C R tel que ru G A^ équivaut à ru {H) > 
pour w G Ap. On a alors 

PCQCR TCQCS 

et d'après 11.2.31 cette dernière expression est nulle sauf si T = S* auquel cas elle 
vaut (—1)"^^°'"'. Maintenant, si elle est non nulle cela implique que a{H) > 
pour a G Ap et tu{H) > pour vj G A;^. Compte tenu de 11.7.11 il en résulte que 
vu {H) > pour tout vu G Ap. Or on doit avoir w{H) < pour vu G Ap — À g donc 
S = T = P. Par définition de S* on a a{H) < pour tout a G Ap, puisque S ~ P. 
Par ailleurs vu (H) > pour tout vu G Ap (car T ~ P). Ces deux propriétés sont 
contradictoires sauf s\ P = R. 

□ 

On considère trois sous-groupes paraboliques P C Q C iî et on pose 

PCSCQ 



Lemme 1.7.3. La fonction (j>p est la fonction caractéristique des iï G ao tels 
que vu{H) < pour tous les vu G Ap — Ag et vu{H) > pour tous les vu G Ag. 

Preuve : Considérons iï G Oq et soit P' le sous-groupe parabolique avec P C P' C Q 
tel que 137 G Ap, équivaut à vu Q Ap et vu{H) > 0. Donc 



p 



E (-ir-"« = | 

CSCQ l 



1 si P' = Q 
sinon 



d'après Pl. 2. 31 En particulier 

^'^''^{H) ^0 ^ P' = Q . 

□ 
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Nous allons relier les fonctions (f>p et les fonctions (p'^j ^ introduites dans la 
section [Lïïl au moyen des sous-groupes paraboliques Qg, et de l'ensemble J^s{M) 
introduits en 11.4.31 

Lemme 1.7.4. Soit M un sous-groupe de Levi standard. Lorsque k appartient à 
la chambre de Weyl positive on a 

d^liAH)^ [H) 

et 

Preuve : On observe tout d'abord que, pour n régulier, par définition de (p'^j ^ et 
d'après [1.7.31 

De plus 

a(s, k) = açs - ac ■ 

□ 

On notera çip la fonction ^p'*^. Les fonctions çip donnent naissance à des 
partitions. 

Lemme 1.7.5. Deux sous-groupes paraboliques P et R étant fixés on a 

{QIPCQC-R} 

Preuve : On a 

E E (-ir-^^^-.^-^- E -s^<^-Q^H 

PCQCB. PCSCQCR PCSCQCB. 

Mais, d'après 11.7.21 on a rr = 1 et donc, en notant 6s. le symbole de Kronecker, 
on a 

E ^^Q= E ^s,B-i. 

PCQCB. PCSCB 

□ 



1.8 Cônes et convexes 

Soient if et X deux éléments de ao et P C Q C R trois sous-groupes pa- 
raboliques. On notera C{P,Q,R,X) l'ensemble des H qui vérifient les inégalités 
suivantes 

a{H) > Va G et a{H) < Va G - 

ainsi que 

w{H - X) > Vro e et w{H -X)<0 Vtu G - Â§ 
On remarque que pour P, R et X fixés, les C{P, Q, R, X) sont disjoints. 
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Lemme 1.8.1. L'ensemble C{P,Q, R, X) est un convexe dont la projection dans 
Op est d'adhérence compacte. Plus précisément, il existe c > tel que l'on ait 

\\H^\\ <c\\Xj^\\ pour H eC{P,Q,R,X) . 

De plus, si P est standard et si X est dans l'adhérence de la chambre de Weyl 
positive (en particulier si X est régulier), C{P,Q, R, X) est vide sauf si Q — R. 
Enfin si X = alors C{P, Q, R, X) est vide si P ^ R. 

Preuve : D'aprês ll.2.2l il existe un sous-groupe parabolique S tel que 

- A^ et Âf = - Âg . 

L'espace a§, dont le dual a pour base A^ c Ap, est l'orthogonal des /3 G Ap. 
L'espace Og qui est l'orthogonal des a G A^ a un dual qui admet pour base Aq. 
Les sous-espaces et Og ne sont pas en général orthogonaux mais on a cependant 
une décomposition en somme directe : 

Il suffit de prouver que les projections orthogonales de C{P,Q,R,X) sur et Qq 
sont relativement compactes. Considérons 

H e C{P,Q,R,X) 

et notons Hi et Xi (resp. H2 et X2) les projections orthogonales sur (resp. ttg) 
de iï et X. On a par hypothèse 

w{Hi ~ Xi) ^ w{H - X) < Vn7 G Âf = Â]? - 

et donc 

vj{Hi) < vj{Xi) Vtu G Âf . 

Soit oi G A;5 la projection de a G Ap sur a^. On a donc /3^(S) — pour [3 G Ap. 
On dispose d'une bijection (3 H> vjp entre Ap et Ag. Les wp G Ag forment une 
base de Og qui est un supplémentaire de dans Op. On peut donc écrire ci sous 
la forme 

a = a+ t'.p'cop avec = — a(/3^) > . 

On rappelle que par hypothèse a{H) > pour a G Ap et Wf}{H — X) > Q pour 
(3 G Ap puisque dans ce cas on a G Ag. On en déduit que 

â(iJi) = -â{H) = â{H -X)+ -â{Xi) > a{H - X) + â{Xi) > a{Xi - X) 

pour tout a G Ap. Il résulte de ll.7.1| qu'il existe une constante c{X) avec w{Hi) > 
c{X) pour tout m G Ag , soit compte tenu de ce qui précède, 

c{X) < m{Hi) < vj{Xi) Vn7 G Âf . 

Donc Hi reste dans un compact de a^ . La discussion pour H2 est analogue et on 
obtient que l'on a simultanément 

w{H2) > vj{X2) Vro G et â(i72) < «(^2 - X) Va G Ag . 

On conclut comme ci-desus que H2 reste dans un compact. De plus, si X est dans 
l'adhérence de la chambre de Weyl positive, on a 

â{H2) < â(X2) Va G Ag 
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ce qui, d'après [1.7.11 implique 



w{H2) < vu{X2) Vot g Af 



Comme, par ailleurs, on a vu que 

w{H2) > vj{X2) Vtu e 

ces d'inégalités sont incompatibles si Q 7^ iî et la seconde assertion du lemme en 
découle. Dans le cas X = on obtient de plus des inégalités 

vj{Hi) < Vn7 e Âf et â{Hi) > Vâ 6 Af 

sur le sous-espace a§ incompatibles, d'après fl.T.ll s'il est non nul. 



On considère la matrice T{H,X) = {Tpq{H,X))} définie par 

r{H,x) = t{h)?{h -X) 

et on pose 

r^(ii-,x) = (-i)'^^-'^«rp,Q(if,x) . 

On a donc 

PCQCB. 

Lemme 1.8.2. On a 

(1) r^iH)= J2 T%{H,X)t§{H-X) 

PCQCR 

(2) T^iH-X)= ^ {-ir<^-'^-TQ{H)T^{H,X) . 

PdQdR 

et 

(3) T^iH,X + Y)^ Y. ^'^{H,X)T^{H-X,Y) 

PCQC-R 

Preuve : En effet, d'après Pl. 7. 2[ on a les égalités matricielles 

t{H) =T{H,X)t{H ~ X) , ?{H - X) =?{H)r{H,X) 

et 

r{H, X + Y) = r{H, x)r{H - x,y) . 



□ 



□ 



Lemme 1.8.3. La fonction 

H ^ T^{H,X) 

est combinaison à coefficients 

des fonctions caractéristiques des ensembles C{P,Q,R,X). En particulier la pro- 
jection de son support dans Op est compacte. Plus précisément, il existe c > tel 
que l'on ait 

\\H^\\<c\\X^\\ 

lorsque H appartient à ce support. Lorsque P est standard et X est régulier, c'est 
la fonction caractéristique des H tels que a{H) > et Wa{H — X) < pour tous 
les a e : 

T^{H,X)=T^{H)4>'^{H-X) . 
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Preuve : Fixons H et X. Soit S le plus grand sous- groupe parabolique tel que 
Tp{H) = 1 et T le plus petit sous-groupe parabolique tel que t^{H — X) = 1 ; 
alors, comme dans 11.7!^ on voit que la somme sur Q 

rf{H,x)= J2 

TCQCS 

est nulle sauf si S* = T et, dans ce cas, un tel H appartient à C{P,Q,R,X). La 
compacité résulte alors de 11.8.11 Lorsque X est régulier il résulte également de 
11.8.11 que rp{H,X) est la fonction caractéristique de C{P, R, R, X) ce qui établit 
la dernière assertion. 

□ 

Toujours sous l'hypothèse X régulier, l'égalité (1) de 11.8.21 peut donc s'inter- 
préter comme une partition du cône associé à Tp en produits de cônes par des 
convexes relativement compacts. C'est une variante de ll.7.51 

Soit maintenant M un sous-groupe de Levi et Q un sous-groupe parabolique 
contenant M. On rappelle que F'^{M) est l'ensemble des sous-groupes paraboliques 
de Q qui contiennent M. On associe à une famille A/-orthogonale X = {Xp} la 
fonction suivante : 

r^,(F,A')= Y. i-ir'~''''r^{H^Xp) . 
On notera la fonction caractéristique du sous-espace des H G ao tels que 

où Hfj est la projection de H sur a^f ; autrement dit, (5^^ est la fonction caracté- 
ristique du sous-espace ag^ ® uq. 

Lemme 1.8.4. On a les identités suivantes : 

(1) E S2,iH)T^{H)^l 

(2) TUH,X)= J2 51{H)T^{H,Xq) 

(3) E ^'ii{H.X)T^{H-XQ)^l. 

Preuve : L'assertion (1) est l'écriture, au moyen de fonctions caractéristiques, de 
la décomposition de l'espace vectoriel en chambres et facettes attachées aux 
divers sous-groupes paraboliques. Maintenant, par définition de Fg on voit que 

^ 5«(iï)Fg(iî,XQ) = ^ ^ {-ir--'^Hl{H)T^{H)?^iH-Xp) 

qui, d'après (1) est encore égal à 

E (-1)"^-"" r^{H Xp) = tUh. X) . 
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Ceci établit l'assertion (2). On en déduit que 

qui est encore égal à 

^ Ô^^AH) Y. {~ir-''''r^p{H)r^{H ^ Xv)t^{H - Xq) 

P^F'^(M) PCUCQ 

Mais, compte tenu de ll.7.21 

J2^_iyu-ac ^Q^jj _ Xu)t^{H - Xq) 

Q 

est nul sauf si U = R auquel cas cette somme vaut identiquement 1. On obtient 
donc 

^ r2,{H,X)r§{H-XQ)= Y. €iH)r^iH) 
QeT'^(M) PeJ^R(M) 

et l'assertion (3) résulte alors de (1). 

□ 



Corollaire 1.8.5. La fonction 



a un support dont la projection sur ajf est compacte. Plus précisément, il existe 
c > tel que l'on ait 

\\h2i\\<c sup 11X^11 

P£VQ{M) 

lorsque H appartient à ce support. 

Preuve : C'est une conséquence immédiate de ll.8.41 (2) et de ll.8.31 

□ 



On pourra observer que d'après fl.8.11 

r§(iï,o) 



si R 

1 sinon 



et donc, compte tenu de l'équation (2) de ll.8.41 on a 

Lemme 1.8.6. Soient X et y deux familles orthogonales. On a 

rUH,x + y)^ Y rZ{H,x)r^{H^XQ,YQ) 

Preuve : Par définition de Tf^ on a : 

Tfj{H,X + y)= Y {-lT^~'"'r^{H-Xp-Yp) 
PeJ^^iM) 
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soit encore, au vu de ll.8.21 (2). 

E E {~ir-'"'^iH-Xp)T^{H-XQ,YQ). 

PeJ^"{M) PCQCR 

Ce qui peut se récrire 

E E {~^r'-'"'r^iH-Xp)T^{H^XQ,YQ). 

On conclut en utilisant la définition de F^. 

□ 

Pour alléger les notations nous nous limiterons dans ce qui suit au cas Q — G. 
Soit M un sous-groupe de Levi standard. On a introduit et étudié plus haut (cf. 
11.6.21 à [l. 6. 5p . pour n en dehors des murs dans aj\/, des nombres et des fonctions 

a(s,K) , cfili .. et Tm{H,X,k) . 

Pour alléger les notations on écrira a(s) et (I)m,s pour a(s,K) et 0^/^ lorsque k 
est dans la chambre positive. On a vu en 11.6.41 que la fonction Vm{H,X,k) était 
indépendante de k. Nous allons de plus montrer qu'elle coïncide avec Tm{H, X). 

Proposition 1.8.7. Soit X une famille orthogonale. Avec les notations de \1.4-.S\ 
la fonction TiyjiH, X) vérifie l'identité : 

(1) TMiH,X)^ E E i-ir'-''''rQiH-Xs) 

s6W(aM) QGJ^siM) 

ainsi que 

(2) Tm{h,x)^ e {-iT^'UmAh - X,) . 

seW(aA7) 

Plus généralement, on a 

(3) rM{H,x)^rM{H,x,K) 

pour tout K en dehors de murs. Lorsque la famille orthogonale X est régulière la 
fonction 

H^Vm{H,X) 

est la fonction caractéristique de l'ensemble des H dont la projection sur a^j ap- 
partient à l'enveloppe convexe des Xp pour P G P[M). 

Preuve : Par définition 

TMiH,x)^ E (-ir«-''°TQ(iî-^Q) ■ 

Considérons Q G Ts{M) pour s G W(ai/). On observe que Xq est la projection de 

Xs ~ Xq^ 

sur qq. L'équation (1) résulte alors de la première assertion de 11.4.31 Maintenant 
on rappelle que par définition 

Tm{H,X,k)^ e {-^T^'^^'^rM.ÀH-Xs) . 



28 



CHAPITRE 1. RACINES ET CONVEXES 



Supposons que k appartient à la chambre de Weyl positive. On observe alors que, 
d'après [I.7. 41 on a : 

En invoquant l'équation (1) on en déduit que l'égalité (3) est vraie pour k dans la 
chambre positive, ce qui établit (2) et, compte tenu de ll.6.4[ l'égalité (3) est encore 
vraie pour tout k en dehors de murs. La dernière assertion résulte alors de ll.6.51 

□ 



Corollaire 1.8.8. Soit X une famille orthogonale telle que sX^ soit régulier pour 
tout s G W. En particulier elle est régulière. Soient L et M deux sous-groupes de 
Levi avec M d L. La différence 

est soit nulle soit égale à 1. Il existe une constante c > telle que si la différence 
est non nulle on a 

||iî||>c inf IIXpII . 

Pev{M) 

Preuve : D'après [1.8.71 1e support de la fonction 

H^Tm{H,X) 

est l'ensemble des H dont la projection sur o^j appartient à l'enveloppe convexe 
des Xp. Comme C ajv/, ce support est inclus dans le support de 

H^Tl{H,X) . 

Maintenant si la différence est non nulle H est en dehors du support de Tm{H, X) 
et donc en dehors de l'enveloppe convexe des Xp. la seconde assertion en résulte. 

□ 



1.9 Cônes et convexes : version duale 

Calculons d'abord les transformées de Laplace des fonction caractéristiques de 
cônes. On choisit de manière cohérente des mesures de Haar sur les divers espaces 
vectoriels a^, par exemple celles définies au moyen des formes de Killing. Soit A 
une forme linéaire sur Oq. On pose, pour P standard et A régulier ^ 

ê?(A)= / r^(i/)e-^(^)di/ . 

6?(A) = vol(Â?) n Kiw-'r^ 

OÙ vol(Ap) est le volume du parallélépipède engendré par Ap : 

vol(Â^) = vol(a?/Z(Â^)) 

9. Arthur suivi en cela par Langlands f 1201 Lecture 15) introduisent des fonctions ép qui 
sont les inverses de nos êp etc.. Dans cet article nous réservons la lettre d pour désigner un 
automorphisme de G. 
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où Z(Ap) désigne le réseau engendré par Ap. L'intégrale, convergente si A est 
régulier, admet donc un prolongement méromorplie. De même on pose 



(A) = [ ?^iH)e-^^"UH 

Jai 



et on a 

6?(A) = vol(A?) n A(«^)^' 

OÙ 

vol(A^) = vol(a^/Z(A^)) . 

Dans ce qui suit, afin de minimiser le nombre de signes moins dans les exponentielles, 
on utilisera plutôt les transformées anti-Laplace obtenues en changeant A en —A. 
On observe que 

e^(-A) = {-IY^-''^4{K) . 
On a une formule similaire pour êp. 

Lemme 1.9.1. La transformée anti-Laplace de la fonction 

H ^ r^{H,x) 

définie par 

7i?(A,X)= / e^''"^T"p{H,X)dH 
est égale, pour A régulier, à 

PCQ 

OÙ Xq est la projection de X sur Og. Cette expression se prolonge en une fonction 
entière sur <8i C. La fonction 

X^7|(X):=7^(0,X)= / r'^{H,X)dH 

est un polynôme homogène de degré n ~ ap — au ~ dimOp. 
Preuve : Par définition 

r"p{H,X)= ^(-l^Q-H r'^iH)?^iH-X) . 

PCQ 

On a donc, pour —A régulier, 

f e^^"'>T'^iH,X)dH = Y, (-l)"''"°''e^('^5)ê^(-A)eg(-A) 

•^"P PCQ 

soit encore 

Y (-l)"^-°«e^(^5)ê^(A)e^(A) 

PCQ 

OÙ Xq est la projection de X sur Og. Comme d'après Pl. 8.31 on intègre une fonction 
à support compact, la transformée anti-Laplace se prolonge en une fonction entière 
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de A £ (X) C. Sa valeur en A = est donnée par la somme des termes de degré 
du développement en série de Laurent des fonctions 

t ^ (-l)''^-'^«e*^(-^5)ê^(fA)eg(tA) . 

On a donc, pour A en dehors du lieu des zéros des êp(A) eQ(A) : 

/ T^iH,X)dH = 1 ^ A^x§r ê?(A)e«(A) 

PCQ 

OÙ n = ap — ap. Cette expression, indépendante de A, est en tant que fonction de 
X un polynôme homogène de degré n. 

□ 



Lemme 1.9.2. Supposons M standard et A régulier et considérons s G W(aM)- 
On note P le sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M et tel que s{P) soit 
standard. Alors, on a 



e 

G 



^<-"UmAH -X)dH^ (-l)''(^)e^(^S)gG(A) 



Preuve : Tout d'abord on observe que si H appartient au support de la fonction 
caractéristique (jy^j ^ avec n régulier, on a 

<K,H>= ^ a{K)ma{H)<0. 

Donc le support de (fiM.s = </'m s contenu dans le cône défini par 

w{H) < yw eÂfj . 
On en déduit que l'intégrale converge pour A e o* régulier et on a 

/ ê^^^Vm s{H-X)dH^ e^(^-) / e^t^^M s{H) dH . 
Mais, si sP est standard pour P de Levi M, on voit que pour A régulier 
e^^^^UALs^dH = |e^(A)| = {-ir^^h$iA) . 

□ 

Lemme 1.9.3. Considérons une famille orthogonale X. Supposons M standard et 
posons 



(A, A-) - / e^^"'>VM{H,X)dH 



La fonction A i— >■ 7m(A, A") est une fonction entière de A G $5 C. Pour A en 
dehors des murs on a 



(1) 7m(A,^)= y. 'P(^y 



De plus, 
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est un polynôme en X . donné par la formule suivante, qui est indépendante du choix 
de A en dehors des murs : 

(2) 1m{X) = -^ y. A(xFre?(A). 
On a la décomposition 

(3) 1?A^,X)= J2 7?(A,Xp). 

Preuve : Comme, d'après [1.8.51 on intègre une fonction à support compact, l'inté- 
grale définit une fonction entière. Par ailleurs, d'après fl.S.?! 

,seW(aAf ) 

On peut supposer A régulier dans ; il suffit alors d'invoquer 11.9.21 pour obtenir la 
formule (1). Comme cette expression se prolonge en une fonction entière, la formule 
est encore vraie en dehors des pôles des termes du membre de droite, c'est-à-dire 
pour A en dehors des murs. Sa valeur en A = est donnée par la somme des termes 
de degré du développement en série de Laurent des fonctions : 

t ^ Y e^(tA)e*^(^^-) . 
PeV{M) 

La fomule (2) en résulte immédiatement. La décomposition (3) résulte de 11.8.4( 2) 
en remarquant que les fonctions 

sont négligeables, et donc de transformée de Fourier nulle, sauf si P est de Levi M. 

a 

1.10 (G, M)-familles 

Soit AI un sous-groupe de Levi. On appelle (G, M)-famille la donnée d'une 
famille de fonctionso^ à valeurs dans un espace vectoriel topologique 

A c(A, P) sur ia*p 

indexées par les sous-groupes paraboliques P G J^{M) (c'est-à-dire contenant M), 
qui sont lisses et sujettes aux conditions suivantes : si P C Q alors 

c(A, P) = c(A, Q) pour A e iag . 

10. Nous utiliserons la notation c(A, P) plutôt que cp(A) utilisé par Arthur, pour éviter la 
confusion avec les 

4{A) et c«(A) 

introduits plus bas et qui ont une toute autre signification même pour Q = G. La notation c^j(A) 
est celle d'Arthur et Langlands. Lorsque Q = G Arthur utihse c'p au lieu de notre Cp et par 
ailleurs la notation Cp désigne chez Arthur une notion que nous n'introduisons pas ici. Langlands 
observe que les notations sont mauvaises. 11 serait bien de trouver des notations non ambigiies et 
simples. Une solution correcte, mais très lourde, serait de remplacer Cp par 7p(»,c) où c désigne 
la (G, M)-famille et de même c) pour c^f. 
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On prolongera c(A, P) en une fonction sur îUq en la supposant constante sur les 
fibres de la projection 

ïQq — ia*p . 

Il en résulte que si P et Q sont des sous-groupes paraboliques dans ■p(M) adjacents 
qui correspondent à des chambres séparées par le mur an où R est le sous-groupe 
parabolique engendré par P et Q, alors 

c(A, P) = c(A, Q) = c(A, R) pour A G ia^ . 

Pour définir une (G, A/)-famille il suffit donc de se donner les c(A, P) pour P G 
VlM), c'est-à-dire pour les P admettant M comme sous-groupe de Levi, satisfaisant 
la condition 

c(A, P) = c(A, Q) pour A G ia}^ 

pour des sous-groupes paraboliques P et Q adjacents. 

On rappelle que l'on a noté l'espace vectoriel des familles A/-orthogo- 
nales et irp la projection de îjm sur op associée à chaque sous-groupe parabolique 
P G T{M). C'est un espace de dimension finie. Son dual est muni d'injections 

Lp : a*p ^ Sjlf 

transposées des projections 

TTp : -5- ap . 

On dispose dans chaque Qp/a^ de la base Ap et on rappelle que si P C Q on a 
Aq C Ap. On dispose donc dans S^\j/a*Q d'une base naturelle B formée par l'union 
des images de ces bases : 

Bp := tp(Âp) 

pour P G T{M). La base B est l'ensemble des eg = lq{zuq) où Q parcourt l'en- 
semble des sous-groupes paraboliques maximaux propres de G et on a noté zuq 
l'unique élément de Ag . Pour A" G a/ et A G ia*p on a 

LP{A){X) = A{np{X)) ^ A{Xp) . 

On obtiendra une (G, Af)-familles en considérant une fonction / lisse sur iS)*j^j et 
en posant : 

c(A,P) = (/o.p)(A) . 
Réciproquement on a la proposition suivante : 

Proposition 1.10.1. Etant donné une {G, AI) -famille c(A, P) il existe une fonc- 
tion f lisse sur i^*j^[ telle que 

c(A,P) = (/o,p)(A) . 

Preuve : Notons x une fonction sur M lisse à support compact, telle que x(0) = 1. 
On a, pour chaque P G T{AI), une partition de la base canonique B de iô^^ : 

B^BpUB^ 

où 

Bp^ieglQDP} et 6^ - {eg | Q 7^ P} 

11. On remarquera que zuq et zu-q = —vuq correspondent à deux sous-groupes paraboliques 
maximaux opposés définissant deux éléments cq et e-g distincts de B. 



1.10. {G,M)-FAMILLES 



33 



qui induit une décomposition en somme directe et pour A G on note 

A = Ap © 

la décomposition associée. On définit xp{^^) posant 



Xp(A^) = x{xi:^) si = ^ ix^w . 

On peut alors définir la fonction 

/(A)= ^ (-in-'^-c(Q,AQ)xQ(A«) . 

C'est une fonction lisse sur îiô^/. Nous devons calculer f o up pour P G V{M). Il 
suffit de le faire lorsque P est anti-standard c'est-à-dire correspondant à l'opposé 
de la chambre positive dans a^j. D'après [1.4.31 on doit donc calculer 

E E (~1)"«-'^"c(Q,.p(A)q)xq(.p(A)'3). 
On observe maintenant que, si on note Pp la facette associée à P dans Qa/, on a 

n Fq^ =FpnFQ 

pour Q G J^,.(A^) et donc 

ip(a^^) niQ,(a^^) = tp(a^^)ntQ(aQ) . 
Il en résulte que, pour A G ia\j et Q G TsiM), la projection lp{A)q sur 

tp(a^^)niQ(aQ) 

ne dépend que de s. De plus, si s est l'élément du groupe de Weyl associé à l'opposé 
de la chambre positive dans afj, on a 

g. ^Q' = p 

et 



c(P,.p(A)p)xPap(A)^) =c(P,A)xp(0) = c(P,A) . 

Il résulte alors de ces observations et de la seconde assertion de ll.4.3l que la fonction 
/ a les propriétés désirées, c'est-à-dire que 

(/o,p)(A)=c(A,P) . 

□ 

Dans la suite de cette section on se limitera aux (G, A'/)-familles à valeurs dans 
un espace vectoriel de dimension finie. 

On dira qu'une mesure de Radon m sur un espace vectoriel V est à décroissance 
rapide si son produit avec n'importe quelle fonction polynôme p sur V fournit une 
mesure bornée : 

\p{x)\ d\m\{x) < +0O . 

En particulier m est bornée et admet une transformée de Fourier qui est une fonction 
lisse. Supposons maintenant que / est la transformée de Fourier d'une mesure de 
Radon m sur S) m, à décroissance rapide : 

/(A) = / e^('^)dm(A-) . 
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La (G, Ajf )-famille définie par / peut alors s'écrire 

OÙ Xp = TTp^X). 

Corollaire 1.10.2. Si les composantes c{P,A) d'une {G,M)-famille sont des fonc- 
tions dans l'espace de Schwartz sur ia*J^,J, il existe une fonction ip dans l'espace de 
Schwartz sur S) m fournissant la (G, M) -famille par transformation de Fourier : 



Preuve : La construction donnée dans 11.10.11 fournit une fonction / dans l'espace 
de Schwartz de iS^\[. Il suffit de prendre pour sa transformée de Fourier. 

□ 

Etant donné une (G, A'/)-famille on introduit, pour A en dehors des murs, 

cf(A)= Y. ê^(A)e«(A)c(A,Q) 
Pcgciî 

et 

c%{A)= Y. ^?(A)c(A,P). 

Lemme 1.10.3. Soit X = {^p} une famille orthogonale. Alors 

c(A, P) = e^(-^^' pour P G V{M) 
est une (G, M) -famille. Dans ce cas on a 



(1) 



et 



(2) 4(A) = / e^(^+^«) r^,(i/, X) dH = e^(^«)7A^/(A, X) . 

Plus généralement, si 

c(A,P) = (/oip)(A) pour Per{M) 
où f est la transformée de Fourier d'une mesure m à décroissance rapide on a 

(3) c^(A)=/ / e^^"+^'i^T'^iH,Xp)dHdm{X) 
soit encore 

(3') c^(A)= / e^(^«)7^(A,Xp)dm(A') 
où Xp = TTplX) et 

(4) 4 (A) - / / e^(H+Xc, ) J.Q ^jj^ X) dH dm{X) 
soit encore 

(4') 4(A) = / e^(^«)7^f(A, A')dm(A') . 
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Preuve : D'après [1.9. li on sait que 

est égale, pour A régulier, à 

{Q\P(^Q} 

qui est la définition de Cp(A) si c(A,P) = e^^-^''\ d'où l'assertion (1). L'assertion 
(3) résulte, au moins formellement, de (1) et la convergence résulte de ce que 

l7^(A,X)| 

est majoré par un polynôme en X. De même (2) et (4) résultent de ll.9.31 

□ 

Lemme 1.10.4. Soit {c(A, P)} une {G, M) -famille. Les fonctions Cp(A) et c^j{A) 
définies pour A en dehors des murs se prolongent en fonctions lisses partout et on 
a 

Preuve : Le problème est local en A ; il nous est donc loisible de supposer les c(A, P) 
à support compact. Dans ce cas, d'après [1.10.2l on peut les supposer de la forme 

c(A,P) (/o/,p)(A) pour PeV{M) 

avec / dans l'espace de Schwartz. On a donc que pour A G ia*p 

c(A,P) = f e^'^^^^ip{X)dX 



avec ip — f à décroissance rapide. Mais, le lemme [1.10.31 montre que pour A £ ia 



p 



cî 



(A)= / e^(^«)7^(A,Xp)^(A')dA' 



La lissité de Cp résulte de 11.9.11 et de ce que 

est une fonction lisse en A, majorée par un polynôme en X, alors que / est à 
décroissance rapide. De même, compte tenu de ll.10.51 on a pour A e ia\i 



Q 



(A)=/ e^(^«)7,^/(A,^MA')dA'. 



La décomposition (*) ainsi que la lissité de c^j résultent de ll.9.31 

□ 
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Lemme 1.10.5. Supposons que c et d soient deux {G, M) -familles, la première 
étant à valeurs scalaires, et considérons la (G, M)-famille produit 

e(A,F) = c{A,P)d{A,P) . 

Si on pose 

e«(A)= ^ ef(A)e(A,P) 

on a 

ef/(A)= Y. 4(A)4(A) 

Preuve : Ici encore le problème est local en A ; il nous est donc loisible de suppo- 
ser les familles c et d à support compact ; on peut alors, d'après 11.10.21 supposer 
l'existence de fonction ip et ip dans l'espace de Schwartz sur Sjm telles que 

c{A,P)d{A,P)^ f f e^^''+^'>^ix)^{y)dxdy . 

Dans ce cas efj(A) est égal à l'intégrale triple 

III e^^"+''^+^^'^T'^i{H,X + y)^{X)i:{y)dXdydH 
JHea^ Jxes-TM Jyes-TM 

Le lemme résulte alors de ll.8.61 

□ 



Chapitre 2 

Espaces tordus 



2.1 Sorites 

La notion d'espace tordu peut se définir dans diverses catégories. Les définitions 
ci-dessous s'entendent soit dans la catégorie des ensembles, soit dans la catégorie des 
espaces localement compacts soit encore dans la catégorie des variétés algébriques. 

Rappelons qu'un espace tordu est la donnée d'un couple (G, G) où G est un 
groupe et G un G-torseur (i.e. un G-espace principal homogène) à gauche, muni 
d'une application G-équivariante dans le groupe Aut (G) des automorphismes de 
G : 

Ad : G ^ Aut (G) . 
L'équivariance signifie que pour tout x G G et tout ô E G on a 

Ad{xô) = Ad(x) o Ad((5) 

où Ad(a;) est l'automorphisme intérieur défini par x. L'application Ad n'est pas 
injective en général : ses fibres sont des torseurs sous le centre Zq de G. On notera 
Int (G) le groupe des automorphismes intérieurs et Out (G) le groupe des automor- 
phismes extérieurs. La suite exacte 

1 ^ Int (G) ^ Aut (G) ^ Out (G) ^ 1 

montre que la classe d'isomorphisme de G est déterminée par l'unique élément 
image de G dans Out (G). On définit une action à droite de G sur G en posant 

âx = e{x)ô avec 9 = Ad{S) . 

On dispose alors sur G d'une structure de G-torseur à droite et à gauche donc en 
particulier d'une action par conjugaison de G sur G et de la notion de classe de 
G-conjugaison dans G. On note le centralisateur de G dans G. Il est facile de 
voir que 

le sous-groupe des 0-invariants dans le centre de G. 

On peut regarder un espace tordu (G, G) comme les composantes d'indice et 

1 : 

G = 00 et G^Gi 

1. Le lecteur prendra garde à ce que le groupe des automorphismes dépend fortement de la 
catégorie où on se place. 
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d'un groupe gradué par Z 

nez 

Tous les Gn sont des G-espaces tordus et on dispose en particulier du G-espace 
tordu inverse G~^ : 

G-i = g_i . 

L'espace tordu (G, G~^) peut être défini au moyen d'une bijection : G notée 
S vérifiant, pour x et y dans G : 

(xôy)-^ = y-^-^x-^ et M{5-^) = kâ{5)-^ . 

On dispose alors d'une application G x G^^ ^> G qui sera notée comme un produit 
(c'est en effet le produit dans G) ■ 

avec la propriété suivante : sir — uô pour u G G on a tô^^ — u et plus généralement 
pour tout a; G G on a 

r X = u 6{x) 

où 9 = Ad{ô). La donnée de 6 = Ad{6) fournit un isomorpliisme d'espace tordus 

G ^ G X 6» G G X Aut (G) 

défini par 

xS ^ X yi 9 pour x E G . 

Toutefois, cet isomorphisme n'est pas canonique ; il dépend du choix de S. 

Dans le cadre des espaces localement compacts, un espace tordu G est un espace 
tordu ensembliste où G est un groupe localement compact et où les morphismes 
considérés dans la définition de la structure sont continus. Une mesure G-invariante 
à droite ou à gauche sur G sera appelée une mesure de Haar. La donnée d'une mesure 
de Haar à gauche fi sur G permet de définir une mesure de Haar à gauche jl sur G 
en posant pour / G Ce (G) : 

/ f{xS)dfi{x) . 
Jg 

Un espace tordu G localement compact sera dit unimodulaire si pour tout ô E G 
l'autoniorphisme 9 = Ad{ô) est de module 1. Ceci implique que G est unimodulaire. 

On dispose également de la notion d'espace tordu dans la catégorie des variétés 
algébriques. Considérons un espace tordu algébrique (G, G) où G est groupe linéaire 
algébrique connexe défini sur un corps F. S'il est non vide, l'ensemble G{F) est un 
espace tordu sous G{F) au sens ensembliste, et si A est une F-algèbre localement 
compacte alors G{A) est un espace tordu localement compact. 

2.2 Exemples 

Un des exemples, important pour les applications, est le suivant. Soit V un 
espace vectoriel de dimension finie sur un corps F et soit V* son dual. Considérons 
le groupe G = GL{V) ; on dispose de la représentation contragrédiente de G dans 
V* définie pour x £ G par 

X x =^ X 
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On notera 

G = Isom(F,F*) 

l'espace des isomorphismes V ^ V* ou, si on préfère, l'espace des formes bilinéaires 
non dégénérées sur V x V. C'est un G-torseur à droite et à gauche en posant pour 
X eG et ô e G : 

xô = x'^ o S et Sx = S o X . 

Pour tout ô £ G on définit un autoniorphisnie 9 = Ad((5) de G en posant pour 
xgG 

0{x) ^{ô ox oô-^y 

et ceci munit G d'une structure de G-espace tordu. Si on munit V d'une base on 
dispose alors d'un isomorphisme de groupes 

L : GL{V) GL{n,F) 

et de l'application 

(5o 6 Isom(V^, V^*) 

qui envoie la base de V sur la base duale dans V* . Dans ce cas l'automorphisme de 
GL{n, F) associé à 9o = Ad((5o) est l'inverse de la transposée pour les matrices : 

io0o{x) = h{xy^ . 

En d'autres termes le choix d'une base dans V fournit un isomorphisme 

G ~ GL{n) x e 

où e(m) = *m~^ pour m G GLin). 

Dans le Morning Seminar on suppose dans les deux premiers exposés que 

G = Gx6lcGx<6l> 

où 9 est un automorphisme d'ordre fini ; dans les exposés suivants (3 à 15) on 
considère, comme dans [TU] et les autres articles d'Arthur sur le cas tordu, le cas 
un peu plus général où G (noté G chez Arthur) est une composante connexe d'un 
groupe réductif non connexe (noté G' dans |^ et G+ chez Arthur et dont la 
composante neutre est notée G dans [50] et G° par Arthur). 

2.3 Représentations tordues 

Soit uj un caractère de G et G un G-espace tordu. Soit V \m espace vectoriel. 
On appelle représentation tordue de G dans V pour le couple (G, w), ou simplement 
représentation de (G, oj), la donnée pour tout S G G d'un endomorphisme inversible 

?F((5,cj) e GL(y) 

et d'une représentation tt de G dans V : 

TT : G ^ GL{V) 

vérifiant pour x,y £ G et 5 £ G 

tt{x 5 y,uj) ~ Tr{x) tt{S, lo) (tt io){y) . 

En particulier 

Tr((5 X, oj) = 7r((5, a;) (tt ll!){x) = n{9{x) 5, uj) = n{9{x)) tt{5, uj) 
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et donc tt{ô, lu) entrelace 7rig)a;et7ro0si(? = Ad((5). La donnée de tt détermine tt ; 
on dira que tt est la restriction de tt à G et on écrira tt = 7r|G. 

Réciproquement tt est déterminé par la donnée de la représentation tt et, pour 
un (5 G G, d'un opérateur A qui entrelace tt (g) w et tt o avec 6 = Ad((5) : 

A (tt uj){x) = (tt o e){x) A . 

On reconstruit tt en posant 

7r(x(5, a;) = 7t{x)A pour x € G . 

Si y est un espace de Hilbert on dira que tt est unitaire si tt prend ses valeurs 
dans le groupe unitaire de Si tt est unitaire et si tt est irréductible le lemme de 
Schur montre que tt détermine 

A ^ tt{S,oj) 

à un scalaire non nul près, indépendant de ô. 

On dira que deux représentations tordues {tt,V) et (tt', V) sont équivalentes 
s'il existe un opérateur d'entrelacement inversible 

I -.V 

tel que, pour tout (5 G G on ait 

Fixons S E G et posons A = 7r((5, w) et A' = Tr'(S,uj). On doit avoir pour tout 
xeG : 

Itt(xÔ, Cl)) ~ Tt'{xÔ, Uj) I 

soit encore 

lTr{x)A = tt'{x)A' I 
et en particulier I A = A' I avec A inversible et donc 

In{x) = t:'{x)I . 

C'est dire que tt et tt' sont équivalentes. Mais la réciproque est fausse puisque, même 
si TT est unitaire irréductible, la classe de tt ne détermine A qu'à un scalaire non nul 
près. 

Supposons que (tt, V) est une représentation unitaire et que (tt, V) est une 
somme directe hilbertienne (finie ou dénombrable) de représentations irréductibles. 
On dira que tt est quasi-simple (relativement à G) s'il existe une représentation 
irréductible {a, W) et un entier £ = ^(tt) positif ou nul tels que 



i7r,V)= iar,Wr) 



où Wr = en tant qu'espace vectoriel pour tout r, mais est muni de la représen- 
tation tTr définie par 

OÙ 9 ~ Ad(i5) avec ô fixé dans G. De plus les ((7^, Wr) sont deux à deux inéquiva- 
lentes pour des r non congrus niodulo £ alors que 
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Lemme 2.3.1. Supposons que {tt,V) est une représentation unitaire et que (tt, T^) 
est une somme directe hilbertienne (finie ou dénombrahle) de représentations irré- 
ductibles. Alors TT est quasi-simple si et seulement si tt est irréductible. 

Preuve : Par hypothèse, tt est somme finie ou dénombrable de représentations 
irréductibles. On peut décomposer (tt, V) en somme de composants isotypiques. Soit 
(aoi^o) une des composantes isotypiques. C'est un multiple d'une représentation 
irréductible {a, W) de G. Posons 

A = tt{ô,uj) 

et notons Wr l'espace A^Wq. On a, pour w £ Wr, 

Tr{x)w = A'^Tr{x)A''^w = ar{x)w 

avec 

Donc {tt,V) contient tous les {ar,Wr). En particulier, si tt est quasi-simple tt est 
irréductible. Examinons la réciproque. Deux cas sont alors possibles : 

1 - Il y a un nombre fini de composantes isotypiques. Il existe donc un plus petit 
entier i > 1 tel que 

Dans ce cas l'opérateur A^ peut s'écrire comme une somme directe finie 

A'= ^ Br 

reZ/f(7r) 

OÙ Br est la restriction de A^ au sous-espace isotypique Wr. Mais, tout projecteur 
spectral non trivial de Bq permet de construire un sous-espace G-invariant non 
trivial de V et comme (tt, V) est irréductible Bq est nécessairement scalaire. Il en 
est donc de même de A^. On en déduit qu'un sous espace G invariant W dans Wq 
engendre un sous-espace G-invariant qui n'est l'espace V tout entier que si = Wq. 
On en déduit que ao est irréductible et que donc tt est quasi-simple. 

2 ~ Il y a un nombre infini de composantes isotypiques. Soit W un sous espace 
irréductible dans Wq. L'adhérence de la somme directe des A^W avec r G Z est un 
sous-espace G-invariant et c'est donc l'espace V tout entier par irréductibilité de tt. 

□ 

Nous supposerons dans la suite de cette discussion que G est un espace tordu 
localement compact unimodulaire, muni d'une mesure de Haar et que toutes les 
représentations unitaires considérées sont continues. Soit V l'espace vectoriel des 
fonctions de carré intégrable sur G. On dispose d'une représentation unitaire na- 
turelle, appelée représentation régulière, de G x G dans V en posant pour ip Ç: V, 
x G G et ((5, r) G G X G : 

{p{6,T)ip){x) = ip{Ô~'^XT) . 

C'est une variante de cette représentation qui est au cœur de la théorie de la formule 
des traces tordue. 

Soit (tt, V) une représentation unitaire et soit (tt, V) sa restriction à G. Consi- 
dérons une fonction g G C^(G). Il est classique de considérer l'opérateur défini par 
l'intégrale (qui a un sens pour la topologie forte sur l'espace de opérateurs) 



TT{g) = / g{x)TT{x) dx 
Jg' 
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De même on posera pour / G C^{G) 

^if) ^ lfiy)T^iy)dy-= / fixS)TT{xô)dx . 

JG JG 

Lemme 2.3.2. Soit G un espace tordu localement compact unimodulaire muni 
d'une mesure de Haar. Soit (tt, V) une représentation unitaire irréductible. On sup- 
pose que TT{g) est un opérateur à trace pour toute fonction g S C^{G). Alors, 
l'opérateur 7r(/) sera à trace pour toute fonction f £ C^{G) et, si £(7r) ^ 1, on 
aura 

trace Tr(/) = . 

Preuve : On suppose que R = 7r(g) est un opérateur à trace pour toute fonction 
g € C^{G). En particulier tt est somme discrète d'irréductibles. Comme {tt,V) est 
irréductible (tt, T/) est quasi-simple. On a / G C^{G) et on pose g{x) = f{x6) et 
A = tt(ô,lo). L'opérateur A = tt{S,lo) est un opérateur unitaire et donc 

= RA 

est un opérateur à trace. On rappelle que 

V= ^ Wr 

reZ/f(7r) 

et on observe que 

RA{Wr) C Wr+l 

et donc si ^ ^ 1 

trace (RA) = . 

□ 



2.4 Multiplicités des représentations tordues 

Considérons une représentation tordue (p, H) somme directe de représenta- 
tions de représentations irréductibles (tt, T/^) avec multiplicité m(7r), c'est-à-dire 
que, comme G-module, 

= M(ï) (g) 

TT 

OÙ M{tt) est un espace de dimension m(7r) sur lequel G agit trivialement. Soit tt une 
représentation de G dont la restriction n à, G reste irréductible. On suppose que tt 
intervient dans (p, H) avec la multiplicité 771(7?). Si on note m{Tr) la multiplicité de 
TT dans (p, H), la restriction à G de (p, H), on a 

m(7r) — m(7f) 

îî|G~7r 

et en particulier 

m(7r) < m(7r) . 

De fait on a 



iî = A/(7r) ® avec Af (tt) M{^') 

TT Tf'|G~7r 
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Cette notion naïve de multiplicité n'est pas la bonne lorsqu'on souhaite ex- 
ploiter l'indépendance linéaire des traces et, pour ce faire, il sera nécessaire de 
regrouper les contributions des diverses tt ayant même restriction tt à G. En effet, 
soient tt et tt' deux représentations irréductibles dans un même espace V et qui 
ont la même restriction tt à G avec tt irréductible. Alors les opérateurs A = 7r(5, w) 
et A' = Tr'{S,Lu) sont proportionnels. Donc, si les opérateurs 7r(/) sont à trace, les 
formes linéaires 

/ trace7f(/) et / M> trace7f'(/) 
sont proportionnelles. Notons 

A(ï',ï) G 

le scalaire tel que, pour tout 5 G G on ait 

Si l'ensemble des tt ayant même restriction tt et intervenant avec une multiplicté 
non nulle est fini et si 7r(/) est un opérateur à trace pour toute / G C^{G), l'objet 
qu'il convient de considérer est la somme 

m(Tr') traceTf'(/) = TO(7r, tt) trace ??(/) 

ï'lG=7r 

OÙ l'on a posé 

m(7r,7f) = A(Tr', tt) TO(7r') . 

î'|G=ir 

L'ensemble des tt ayant même restriction tt forment un torseur sous de même 
que les nombres trace 7r(/) (que l'on pourrait appeler la trace tordue). L'ensemble 
des nombres m(7r,7r) peut être vu comme un torseur sous que l'on appelera la 
multiplicité tordue. Le produit des deux torseurs 

TO(7r, tt) trace 7r(/) 

est un nombre indépendant du choix du point base tt : il ne dépend que de tt. 



2.5 Espaces tordus réductifs 

On suppose désormais que (G, G) est un espace tordu algébrique où G est 
un groupe linéaire algébrique connexe défini sur un corps de nombres F et on 
suppose que G{F) est non vide. On peut alors définir l'espace tordu G(A) des 
points adéliques de G. Tout élément y £ G(A) est de la forme 

y = xô 

avec X £ G(A) et 5 £ G{F). L'automorphisme induit par 

e = Ad(5) 

sur og sera encore noté ; il est indépendant du choix de 5 G G{F). On notera 
le sous-espace vectoriel des points fixes sous 9 dans ac ■ 

Ig = («g)' 

et on pose 

:= dimap; . 
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Supposons G réductif. On notera 2lg le sous-groupe des points fixes sous 9 dans 
SIg et Hg induit un isomorphisme 

Pour toutes les applications envisagées à ce jour il est loisible de supposer que 
rautomorphisme induit par 9 sur og est semi-simple voire même d'ordre fini. Tou- 
tefois, Kottwitz et Shelstad font dans [25] §6.1 une hypothèse moins restrictive : ils 
supposent simplement que l'application entre invariants et coinvariants 

{aaf (0G)e 

est un isomorphisme. Si on note a]^^ le noyau de la surjection sur les coinvariants, 
la condition peut se reformuler ainsi : on a une décomposition en somme directe 

Og = cig © '^(f^ ■ 

Ceci est encore équivalent à demander que le jacobien 

j(G)=:|det (0-l|aG/aè)| 

soit non nul. Nous le supposerons désormais. 

On a choisi un sous-groupe parabolique minimal Pq dans G et un sous-groupe 
de Levi Mq C Pq définis sur F. Compte tenu de la conjugaison sur F des sous- 
groupes paraboliques minimaux et de leurs sous-groupes de Levi, il est possible de 
choisir Sq £ G{F) de sorte que 

9o - Ad{ôo) 

préserve Pq et Mq. On suppose désormais Ôq choisi ainsi. Il est uniquement déter- 
miné modulo Àdci{F). 

2.6 Eléments semi-simples ou elliptiques 

On dit, suivant [21], Section 1.1, p. 13, qu'un élément 5 G G est quasi-semi- 
simple si Ad((5) induit un automorphisme semi-simple de Gder- Cela revient à de- 
mander que Ad((5) préserve une paire de Borel {B,T), où B est un sous-groupe 
de Borel et T un tore maximal dans B, définis sur la clôture algébrique. On dis- 
pose pour les éléments d'un tel espace tordu de la décomposition de Jordan : tout 
ô G G{F) s'écrit de manière unique 

S = ssns = nsss 

avec ss quasi-semi-simple dans G{F) et ns unipotent dans G{F). On notera G^ le 
centralisateur de ô £ G dans G et Gs la composante neutre de G^ : 

Gs - {G' f . 

On appelle centralisateur stable, noté Ig, le sous-groupe engendré par Gs et 
le centralisateur de G dans G. Dans le cas non tordu (i.e. G ~ G) on a Gs — Is 
lorsque 6 est semi-simple. Mais en général le groupe Is est non connexe. 

On dit qu'un élément S € G{F) est elliptique s'il est quasi-semi-simple et si 
de plus le tore déployé maximal du centre du centralisateur stable Is ou, ce qui 
est équivalent, du centralisateur connexe G s est égal au tore déployé maximal du 
centralisateur de G dans G. Une condition équivalente est que 



^Gs = «G 



2. 7. SO US-ESPACES PARABOLIQ UES 
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2.7 Sous-espaces paraboliques 

On dit que P C G est un sous-espace parabolique si P est le normalisateur 
dans G d'un sous-groupe parabolique P de G et s'il est non vide. Un sous-groupe 
parabolique étant son propre normalisateur dans G il en résulte que P est un P- 
espace tordu. Le radical unipotent N de P est invariant par 

9 = Ad{S) 

pour tout (5 e P et si M est un sous-groupe de Levi de P on peut choisir S de sorte 
que Jid = MS soit un M-espace tordu. On dit que M est un sous-ensemble de Levi 
de P et on a la décomposition de Levi tordue : 

P = MN . 

On définit l'espace 

Op = ajy 

comme le sous-espace des vecteurs dans op_= O-m fixes sous l'automorphisme 9 
induit par l'un quelconque des éléments 6 G M. Si P C Q sont deux sous-ensembles 
paraboliques on a Og C Qp et un supplémentaire canonique 

Op = © a? . 

Rappelons que l'on a choisi Ôq £ G {F) tel que 

9o - Ad{ôo) 

préserve Pq. Le sous-ensemble Pq = Pq.iÎo est donc un sous-ensemble parabolique 
minimal. Lorsque P est standard, dire que son normalisateur dans G est non vide 
équivaut à dire que P est 6'o-stable. Soient AI le sous-groupe de Levi de P contenant 
Mo et TV le radical unipotent de P. On observe que M et N sont 6'o-invariants et 
M = MSo est un sous-ensemble de Levi de P. Soient P C Q deux sous-ensembles 
paraboliques standard (c'est-à-dire contenant Pq). Puisque l'automorphisme 9o pré- 
serve P et Q, il induit une permutation de l'ensemble fini et donc induit un 
endomorphisme d'ordre fini £ dans Op. Une racine a G définit, par restriction, 
une forme linéaire a sur o~ qui ne dépend que de l'orbite de a sous 9o. On observera 

d'ailleurs que la forme linéaire 5 sur a~ est aussi la restriction à cet espace de la 
moyenne 

1 

r=0 

et on pourra identifier a à cette moyenne sur l'orbite. On note 

A? 

p 

l'ensemble de ces orbites (ou des formes linéaires associées). On définit de même m 
pour w G et on note 

p 

l'ensemble de ces orbites. Les lemmes suivants sont la clef de l'extension au cas 
tordu de la combinatoire : 
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Lemme 2.7.1. L'application 



est une bijection entre l'ensemble des sous- ensembles paraboliques standard de G et 
l'ensemble des parties de A- . 

Preuve : Il suffit d'observer que A- est un ensemble d'orbites sous 9o dans Ap^ 
et d'invoauer ll.2.11 

□ 

Lemme 2.7.2. L'ensemble A? est une base obtuse et A? une base aiqûe du dual 

p p n 

de a?. 

p 

Preuve : On rappelle que l'on peut représenter les éléments de 

A? et A? 

p p 

par des moyennes sur les orbites correspondantes ce qui permet le calcul des produits 
scalaires. Les assertions en résultent alors de ll.2.61 

□ 

Lemme 2.7.3. Le sous-espace ap détermine ap et le centralisateur de ap et de ap 
dans W coïncident. 

Preuve : Il suffit d'observer que le point Ap G ap défini par 

Ap^ Y. 

appartient à l'intersection de ap et de la chambre définie par P dans ap. Son 
centralisateur dans W, est le groupe de Weyl où M est le sous-groupe de Levi 
de P. 

□ 



2.8 Chambres et facettes : cas tordu 

Le quotient du normalisateur de Mq dans G par A/g est l'ensemble de Weyl de 
G et sera noté W*^ ou simplement W. On a 

W = W X élo . 

Soit M et M' deux sous-ensembles de Levi. Pour alléger un peu les notations on 
écrira parfois a pour et a' pour a^^, . On note W(â, 3') l'ensemble des restrictions 
à a des applications induites par des s g W qui induisent un isomorpliisme 

a -> a' . 

Lemme 2.8.1. Soient AI et M' deux sous- ensembles de Levi standard. L'ensemble 
W(a, a') est le sous-ensemble des points fixes sous 6q dans W(a, a') c'est-à-dire que 
W(a, a') est en bijection avec l'ensemble des s G W*^ tels que 
(^) s{a) = a' 

(a) sa > pour toute a G Ap 
(m) 9o{s) = s. 

La condition (ii) est équivalente à la condition 
(ii') s~^a > pour toute a G Ap^ . 



2.9. COMBINATOIRE : EXTENSION AU CAS TORDU 
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Preuve : D'après 12.7.31 un élément s e W(a,â') est la restriction d'un unique 
élément, encore noté s, dans W(a, a'). D'après [1.3. 61 il est représenté par un unique 
élément dans W encore noté s de longueur minimale dans sa classe modulo W*^, ce 
qui équivaut à demander que sa > pour toute a G Ap^ ou, ce qui est équivalent, 
que s^^a > pour toute a G Ap . Mais 9o{s) a les mêmes propriétés et donc 
s - 0o{s). 

□ 

On notera W(aj^) l'union disjointe des W(a^, a]^,) lorsque M' parcourt l'en- 
semble des sous-ensemble de Levi standard. On dispose dans a^g des chambres 
de Weyl complémentaires des hyperplans définis par les orbites des racines. Soit 
s G W(ojj^), on note A(M, s) l'ensemble des projections â sur des a G s~^(Apq) 
qui sont non nulles. On définit une chambre C^{s) dans par les inégalités 

à{H) > pour â G A(M,s) . 
La chambre C'jj(s) est l'ensemble des points fixes sous 9o dans Cj\/(s). 

Lemme 2.8.2. Il y a une bijection naturelle entre les trois ensembles suivants 
(i) L'ensemble des chambres de Weyl dans 

(a) L'ensemble ViM) des sous- ensembles paraboliques P admettant M comme sous- 
ensemble de Levi. 
(m) L'ensemble ^{a^). 

Preuve : Considérons s G W(aj^) alors C-^{s) est la projection sur de la 
chambre Cm (s) dans aAf ou, si on préfère, l'intersection de Cm (s) et a-^. Une telle 
chambre dans am a une intersection non triviale avec a-^ si et seulement si elle est 
00-invariante. On conclut en invoquant 12.8.11 

□ 



2.9 Combinatoire : extension au cas tordu 

Soit M un sous-ensemble de Levi, P, Q et R des sous-ensembles paraboliques. 
On définit des fonctions caractéristiques 

r? et ?? 
p p 

de cônes dans a~, ainsi que des fonctions 

en remplaçant les bases A^ et dans o-p par A? et A? dans o?. Une famille M- 
orthogonale X définit une famille AZ-orthogonale en définissant Xp pour P G J-iM) 
comme la projection de Xp sur ap. La notion de (G, M)-famille est aussi définie 
de manière naturelle. Une (G, M)-famille étant donnée, on lui associe une (G, M)- 
famille comme suit : soit P G J^{M) on définit c(A, P) comme la restriction aux 
A G ia*p de c(A,P). 

Lemme 2.9.1. Considérons une (G, M)-famille définie par transformée de Fourier 
c(A,P) = f e'^^^^^'^VWd'^ ■ 
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La (G, M)-famille associée est définie par : 

c(A,P) = f e'p'-^^^'^'^ipiX)dX 

pour A G io.*p. 

Lemme 2.9.2. L'analogue des assertions M .6. 1\ à \1.10.^ sont encore valables pour 
les fonctions pour t~, t?, F? et F— et les (G, AI)-familles. 

Preuve : Pour traiter le cas tordu il convient de remplacer partout les racines 
simples par leurs orbites sous 9o, les espaces vectoriels par leur sous-espaces de 
points fixes sous 6*0- A ceci près, et compte tenu des lemmes 12.7.11 à I2.8.2[ les 
preuves s'étendent Verbatim au cas tordu. 

□ 

En particulier. 12.9.21 fournit les énoncés suivants : 
Proposition 2.9.3. Considérons une famille orthogonale y et posons 

r^{H, X) - {^ifn 9p{H - Xp) . 

Supposons que la famille orthogonale y est régulière. Alors, la fonction 

H^r^{H,X) 

est la fonction caractéristique de l'ensemble des H dont la projection sur a~ ap- 
partient à l'enveloppe convexe des projections des Xs avec s € W(oj^) ou, ce qui 
est équivalent, l'enveloppe convexe des projections des Xp pour P G V{M). 

Proposition 2.9.4. On a 

(1) rliH)= Ç Tf{H,X)rl{H-X) 

PGQCR 

(2) rl{H-X)^ Ç {~ir^-^'^?f{H)rliH,X) . 

PCQCR 

(3) Tf{H,X + Y)= Ç Tf{H,X)T^{H-X,Y) 

PgQgr 

et 

(4) Tl^iH,x + y)^ Y.jUh,x)tI{h-x^,y^) 

Enfin, si e est produit de deux {G, M) -familles, on a 

Preuve : Les équations (1), (2) et (3) sont les variantes tordues de ll.8.21 iV). (2) et 
(3) respectivement. L'équation (4) est la variante tordue de 11.8.61 Enfin (5) est la 
variante tordue de 11.10.51 

□ 
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2.10 Les fonctions dg et Gq 

Soit Q un sous-groupe parabolique standard. On notera le sous-groupe 
parabolique standard dont le sous-groupe de Levi admet pour racines simples les 
éléments des orbites sous 9o des racines dans Ap^^. On notera le sous-groupe 
parabolique standard dont le sous-groupe de Levi admet pour racines simples les 
a £ Ap^^ telles que l'orbite de a sous do soit toute entière contenue dans Ap^^. Les 

sous-groupes paraboliques et Q~ sont stables sous et on note (resp. Q~) 
les sous-ensembles paraboliques associés. 

Lemme 2.10.1. Soient Q et R deux sous-groupes paraboliques standard. Il existe 
un sous- ensemble parabolique (standard) P avec 

QcPcR 

si et seulement si C R^ . Dans ce cas on a 

QcQ+cPcR-cR. 

En d'autres termes est le plus petit sous-ensemble parabolique P avec Q Cl P C 
R et R~ est le plus grand. 

Preuve : D'aprês [2.7.1l les sous-ensembles paraboliques P avec Q C P C R sont en 
bijection avec les sous-ensembles Ap^ vérifiant 

A% c A|^„ c A% 

et formés d'orbites sous 6q. Le lemme est alors conséquence des définitions de 
et R-. 

□ 



Lemme 2.10.2. Supposons C R . Le sous-espace Oq des Oo-invariants dans 
ttg est égal au sous- espace ■ 

Preuve : Tout d'abord il est clair que ag contient . Réciproquement, considérons 
H e ïï^. Pour a G A^^ on a 

aiH) = à{H) = 

et ces â forment l'ensemble A? . On en déduit que C a~, ■ De même pour 

Pq ^ Q+ 

w G A^ on a 

w{H) = w{H) = 

d'où on déduit que ân C a~ . 



On considère deux sous-groupes paraboliques Q <Z R. On définit ctq comme la 
fonction caractéristique de l'ensemble des H tels que 

- (i) a(iî) > pour tout a € A^ 

- (ii) a{II) < pour tout a e A§ - Ag 

- (iii) Tu{H) > pour tout zu G Aji 
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On observera que, d'après [LTJI cr^(i^) = 1 implique que w{H) > pour tout 
zu G Aq et il est immédiat de vérifier que, pour P et Q fixés, 

{R\PCR} 

(voir 12.10.51 pour une preuve dans un cas plus général) . 

Nous aurons aussi besoin de la variante tordue de cette fonction caractéristique 
de cône. On suppose Q+ C iî^ et soit P un sous-ensemble parabolique tel que 

QcPcR. 

On définit paq comme la fonction caractéristique de l'ensemble des H tels que 

- (i) a{H) > pour tout a G 

- (ii) a{H) < pour tout a G Aq - 

- (iii) w{H) > pour tout w G Ap 

Lemme 2.10.3. La fonction caractéristique pcfq est indépendante de P. 

Preuve : Considérons H tel que a{H) > pour tout a G Aq et w{H) > pour 
tout w G A p. En particulier ct{H) > pour tout â G Ag+ . Ceci implique â{H) > 
pour tout à G A . On a donc 

rè^{H)rp{H) = 1 
et il résulte alors de la variante tordue de 11.7.11 que 

c'est-à-dire que w{H) > pour tout w G Aq+. On a donc pCTg — q+'^q- 

Si (5+ C R^ et compte tenu de l2. 10.31 il est loisible de poser 

= p^Q 

où P est l'un quelconque des sous-ensembles paraboliques avec Q C P C R. Par 
convention CTq = si (5+ çz! R^ . 

Lemme 2.10.4. Si Q — R alors àq = sau/ si Q ^ G auquel cas Gq = 1. 
Preuve : Considérons P avec Q = P = R. Les hypothèses impliquent 

a{H)<Q VaGAp 

alors que 

B{H)>Q VrôGÂp 
ce qui, d'après [TT2]8l impose Ap = et donc P — G. 

□ 



□ 



2.10. LES FONCTIONS aj^ ET 51 
Lemme 2.10.5. 

RDP 

Preuve : On observe tout d'abord que les supports des diverses âq sont disjoints 
lorsque R varie. La fonction TgTp est la fonction caractéristique des H tels que 

a{H) > Va e et Ej{H) > \fEj £ Àp . 

Fixons H dans le support de TgTp. Soit R le sous- groupe parabolique avec R D Q 
et tel que 

A« = {« € Aq I a(i/) > 0} 
alors RD P et par définition p<7q{H) — '<7q{H) — 1. 

Lemme 2.10.6. Considérons iï G Oq de la forme H = Hi + i/2 avec Hi G Oq 
{il) H2 G a|_ . 

En particulier, dans le second cas, on a H2 ~ 9q{H2). Supposons que 

à^{H) = 1 . 

Il existe une constante c telle que 

\\H2\\ < c\\Hi\\ . 
Preuve : Supposons H2 de la forme (i). On peut écrire 

II2 = X] Oa'CUa avec tta = Ot{H2) • 

Par hypothèse cia — Q pour a G Ag. Par ailleurs pour a G Ag ~ Ag on a a(iJ) < 
et donc pour un tel a, on a 

(1) a„ = a(i/2) = - a{Hi) < -a{Hi) < ci\\H^\\ 
pour une constante ci > 0. On en déduit que 

(1') aa<ci\\IIi\\ pour a G Ag . 

Par hypothèse 

w{H) = m{H2) + > 

pour w G Ap et donc il existe C2 > telle que 

(2) w{H2) > -C2\\Hi\\ . 

Maintenant, si G Ajj_ est la moyenne sur l'orbite de Wa G on a 

'^a{H2) — < Wcn a > + ^ ^ 0/3 < ÎÎ7/3, Wq, > . 

/3eAg ,Q5^/3 
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On remarque que les produits scalaires < wpyWa > sont tous positifs ou nuls. 
Compte tenu de (1') et (2) on a 

— C2||-ffl|| < ma{H2) < 7'Ci||iïi|| + tta < TUa,Wa > 

OÙ r est le rang de G. Comme < Wa, > est strictement positif on obtient 
(3) a^>-C3\\H,\\ 

Les assertions du lemme se déduisent immédiatement de (1') et (3) pour le cas (i). 
Dans le cas (ii) on peut encore écrire 

H2 = QaWa avec Ga = Oi{H2) 

mais cette fois on a = seulement pour a e Aq . Par ailleurs, comme ci-dessus, 
on a (1) pour a G Ag — Aq et donc on a 

(1") flc < ci||i/i|| pour aeA§-A0. 

Comme H2 est supposé ^o-invariant. le nombre Oq est constant sur l'orbite de a ; 
l'inégalité (1") est donc encore vraie pour tout a S Ag — Ag . On en déduit 
l'inégalité (1') et on conclut comme dans le cas (i). 

□ 



2.11 Quelques inégalités géométriques 

Dans toute cette section Q est un sous-groupe parabolique standard de G. On 
utilisera le symbole 

« 

qui signifie qu'il existe c > tel que le membre de gauche soit inférieur à c fois celui 
de droite. 

Lemme 2.11.1. Soit P un sous-groupe parabolique ÔQ-stable. 

s = so X 6I0 e = >^ 60 . 

On a deux possibilités : 

1- il existe une constante c > telle que 

< X,X > - < X,sX >>c < X,X > 

ou, ce qui est équivalent, 

\\{l-s)X\\»\\X\\ 

pour tout X E Go n Uq où Gq est l'adhérence de la chambre de Weyl positive, 

2^ il existe un sous- ensemble parabolique propre Pi Ç. P de sous-ensemble de Levi 
M avec Q d Pi C P et 
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Preuve : Tout d'abord on observe que s étant une isométrie, on a 

2(< X,X > - < X,sX >) =< X ~ sX,X - sX 11(1 - s)X\\^ > . 

Supposons désormais que Q ^ P, sinon le lemme est trivial. Sur le compact, inter- 
section de Co n Qg et de la sphère de rayon 1 (intersection qui est non vide puisque 
Q ^ P), ïl existe Y où la fonction 

X ^<X,X - sX > 

atteint son minimum c > 0. Si c > le lemme est démontré. Supposons c = ; ceci 
équivaut à K = sY. On a alors 

(1) <Y,Y ~sY >=< Y,Y ~eoY > + <Y, ÔqY - sY >^ . 

Mais, Y est dans l'adhérence de la chambre de Weyl positive Cq et il en est de 
même de OqY puisque 9o préserve la chambre positive. D'après Pl. 5.21 

eoY-soidoY) 

est combinaison à coefficients positifs ou nuls de racines positives. On en déduit que 

(2) <Y,eaY - sY >>0 . 
Enfin on a 

(3) 2<Y,Y - 9oY Y - OoY, Y -ôoY >>0 
La conjonction de (1), (2) et (3) implique 

<Y -0oY,Y - 0oY >= 

et donc 

Y^0oY et Y = so{Y). 

Le sous-groupe parabolique standard Pi dont le sous-groupe de Levi M a pour 
racines simples les 

a G Apjj telles que a{Y) = 

est donc un sous-groupe parabolique qui est ^Q-stable puisque Y = ÔqY et qui 
contient Q puisque Y € Qq. Enfin on a 

puisque Y = sa{Y). Il reste à observer que Pi est strictement plus petit que P 
puisque Y ^ 0. 

a 

Lemme 2.11.2. Soit s G W*^ = W >^ Oq. Supposons qu'il existe un unique sous- 
espace parabolique P vérifiant les deux conditions suivantes : 

Q CP CR et se . 
Considérons H £ ag avec (Jq{H) = 1 alors 

\\il^s)H\\ » \\H\\ . 
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Preuve : On a une décomposition orthogonale : 

H = Hq + Hi + H2 

avec Hq e Qq, i^i G et H2 G b où b est l'orthogonal de a- dans Op. On observe 
que (1 — s) envoie Og dans ap^, préserve le sous-espace Op et agit comme (1 — 9o) 
sur ce sous-espace ; en particulier il s'annule sur a~ ; de plus 

(1) ||(l-.)i/2||»||iÎ2|| 

par injectivité de (1 — s) sur b. D'après [2.10.6r ii) on sait que si (Jq{H) = 1 alors 

(2) \\Hi\\«\\Ho + H2\\ 
et, sous la même hvpothèse l2.11.ll montre que 

(3) ||(l-.)iïo||»||iîo|| 
et donc, compte tenu de (1) 

(4) 11(1 - s)H\\ = 11(1 - s){Ho + H2)\\ » liffoll + ||fl"2|| 
et au total on obtient que si aQ^H) = 1 alors 

(5) ~ s)H\\ » \\H\\ . 

□ 



2.12 Une application omniprésente 

Ce paragraphe introduit une application q qui sera présente fréquemment dans 
la partie IV. Les lemmes ci-dessous sont des variantes des lemmes 12.11.11 et 12.11.21 
ci-dessus. 

Soit Q un sous-groupe parabolique standard. Pour X G Oo on note Xq sa 
projection sur ag. On considère l'application linéaire 

définie par 

et on note î son noyau. Les sous-groupes 

Qo = Qn9a^Q et eoiQo) = Oo{Q) n Q 
sont aussi des sous-groupes paraboliques standard. Puisque 

a^«ca^ et 0o(a;?°) C 



on a 



^0 

D'où l'égalité q{XQg) = q{X) pour tout X. 
Lemme 2.12.1. On a une majoration 

\\X\\«\\q{X)\\ 

pour tout X G Oq^^ vérifiant Tq {X)(I)q^{X) — 1. (La fonction a été introduite 
dans{LT5\). 



2.12. UNE APPLICATION OMNIPRÉSENTE 
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Preuve : Par hypothèse l'élément X appartient au cône C engendré par les zu'^ , pour 
vu G Ag , et les — pour pour a G Ag^ où 5 est la projection de a G AJ^ — 

sur le dual de Oq^^. Il sufHt de prouver que le cône engendré par les images de ces 
éléments par l'application q est un "vrai" cône, c'est-à-dire ne contient pas de sous- 
espace non nul. Il suffit encore de prouver que C Ciî = {0}. Soit donc X dans cette 
intersection. On pose Y = X'^ et Z ^ Xq. On a 

= q{X) = Z- i9oZ)Q - {0oY)q . 

Par produit scalaire avec Z, on obtient 

(*) {Z,Z-{0oZ)Q)^iZ,{0oY)Q) . 

L'élément {9oY)q appartient au cône engendré par les — (0o(cf^))Q pour a G Aq — 
A^°. Puisque 9o{Qo) C Q, on a 

D'autre part, 6*0 envoie injectivement Aj^^ — A^" sur un sous-ensemble de A^ —'^o ■ 
en effet si a et doa appartiennent à alors a appartient à A^°. Donc, d' une part 

{(^oY)q appartient au cône engendré par les — /?^, pour /? G Ag , d'autre part cet 
élément n'est nul que si 1" = 0. L'élément Z appartient au cône engendré par les 
137^, pour w G Âg . Il en résulte que le membre de droite de (*) est négatif ou nul. 
Or celui de gauche est positif ou nul : en effet, comme Z = Zq on a 

(Z, Z - [B^Z)q) = [Z,Z- doZ) = ^11(1 - Oo)Z\\^ . 

Les deux membres de l'équation (*) sont donc nuls. La nullité de celui de gauche 
entraîne que 

Z = {6oZ)q = 6oZ . 

Le lemme [2.10.21 entraîne alors Z = 0. Donc = q{X) — ~{dç,Y)Q. On a déjà dit 
que cela impliquait Y ~ 0. 

□ 

Corollaire 2.12.2. Soient Q d R deux sous- groupes paraboliques standard. On 
suppose que = R^ . On a une majoration 

\\X\\«\\qiX)\\ 

pour tout X G Og^ vérifiant crg(X)(/)g^^ (X) = 1. 

Preuve : On note b le supplémentaire orthogonal de a~ dans . On décompose 
X en une somme de vecteurs orthogonaux : 

X ^ Xo + Xi + X2 avec Xq G ag^^ , X^ € b et X2 & a|_ . 
Tout d'abord |2. 10. 6f il) montre que 

11^211 « II^O+^lll ■ 

Comme Q+ = iî^ on a Xq g Oq^ . La condition (Tg(X) = 1 implique Tq{X) 1 et 
en particulier Tq {Xq) = 1. Alors, d'après [2. 12. li on a 

liXoll « |k(Xo)|| . 
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Comme est le noyau de la restriction de g à , l'application q est injective 
sur b et on a donc 

ll^i||« 119(^1)11 ■ 

Compte tenu de ces trois inégalités et en observant que q{Xo) et q{Xi) sont ortho- 
gonaux on obtient 

||X|| « MXo)\\ + « \\qiXo + Xi)\\ = \\qiX)\\ 

□ 

Lemme 2.12.3. Soit T e ao tel que T = OoT et soit P' avec Qo C P' C Q. On a 

une majoration 

\\{H-TQ„)\\«MH)\\ + \\iH-T)%\\ 

pour tous T, H tels que d^{H - T)(l)^[_^ (H - T)t% (H -T) = 1. 

Preuve : On a q{TQ^) = en vertu de l'égalité T = O^yT. En remplaçant H par 
H + Tqq, on est ramené au cas T = 0. On applique le lemme [^.12.21 à Hq et . 
On en déduit 

\\Hq + HP'\\ « \\q{HQ + HP')\\ . 

On a aussi 

MHq + HP')\\ « \\qiH)\\ + MH%)\\ « \\qiH)\\ + \\H%\\ . 

Enfin 

||H|| « WHq + H^'W + \\H%\\ . 

Le lemme en résulte. 

□ 



Chapitre 3 

Théorie de la réduction 



3.1 Les fonction Hp 

Rappelons que l'on a choisi un sous-groupe parabolique minimal Pq de G sur F 
et un sous- groupe de Levi Mq. Pour chaque place w de on choisit un sous-groupe 
parabolique Pqo minimal sur Fy, de sous-groupe de Levi Mqq. On les choisit de 
sorte que Mqq C Mq et Pqq C Pq. On note Aqq la composante déployée d'un tore 
maximal de Mqq et on rappelle que 

Norme (A/oo) = Norme (Aqo) ■ 

Lorsque v est une place finie on associe à Aqq un appartement A de l'immeuble 
de G„. On dit que K^, est un sous-groupe compact spécial de G{Fy) s'il est le 
stabilisateur d'un point spécial s ^ A (cf. [3T] 1.9). 

Lemme 3.1.1. Soit v une place finie. Un sous-groupe spécial K„ vérifie les pro- 
priétés suivantes : 

(i) G{Fy) = Poo{Fy)K, 

(ii) Si M est un sous-groupe de Levi de P contenant A/qo alors K^, r\M(Fy) est un 
sous-groupe compact maximal spécial de M{Fy). 

(iii) NormG(i^„)(Af) C Af(i^„)K„ 

Preuve : Le point (i) est la décomposition d'Iwasawa ([ÏÏI] 3.3.2). Le point (ii) 
résulte de ce que A s'identifie à un appartement de l'immeuble *Bm de façon com- 
patible à un plongement *Ba/ C S et s est a fortiori spécial pour M. Le groupe 
Ng{Mqq) opère sur A par transformations affines. Comme Afoo opère par transla- 
tion, le groupe W = Norm(3(j7^-) (Afoo)/A/oo(-Pti) opère naturellement sur l'espace 
vectoriel Vect(^) associé à l'espace affine A. On rappelle que d'après (|3T] 1.9) 
K„ n -/V(3(_F^) (Afoo) s'envoie surjectivement sur le groupe de Weyl W. Ceci établit 
(iii) pour Afoo- Le cas général résulte de ce que étant donné n G Ngi^p^){M) il existe 
m G M{Fy) avec ms e Ng(f )(Afoo)- 

□ 

Nous dirons que K est un bon sous-groupe compact dans G(A) s'il est de la 
forme 

k = []k„ 

V 

où K„ est un sous-groupe compact maximal de G{Fy) pour toute place v et de plus, 
aux places finies, K„ est sous-groupe maximal spécial de G{Fy) ; enfin, aux places 
réelles, on suppose que l'involution de Cartan relative à K^, laisse stable Mqq. 
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Lemme 3.1.2. Soit un bon sous-groupe compact maximal, 
(i) On a la décomposition d'Iwasawa : G{A) = PQ{A)ii.Q. 
(a) Si M est un sous-groupe de Levi de P contenant Mq alors 

Km = Kg n A/(A) 

est un bon sous-groupe compact maximal de M (A), 
(m) On a 

NormG(A)(M) C A.f(A)KG 
Preuve : C'est une conséquence facile de lS.l.ll 

□ 

Nous choisirons désormais un bon sous-groupe compact Kg (le plus souvent 
noté simplement K) de G(A). On dispose de la fonction 

Hp : P(A) ^ ap 

que l'on prolonge, au moyen de la décomposition d'Iwasawa, en une fonction 

Hp : G(A) ^ oo . 

en posant 

Hp(pfc) =Hp(p) 

et on observe que Hp(^x) — Hp(x) pour tout ^ e P{F). La fonction Hp dépend 
du choix de K. 

Lorsque P ~ Pq nous noterons Hq la fonction Hp^ . Nous prolongerons Hq en 
une fonction Hq sur G(A) en posant 

Ho(xJo) =Ho(x) . 

3.2 Hauteurs 

La construction que nous donnons ici est essentiellement celle proposée dans 
la section 1.2.2 du livre [50] auquel nous renvoyons pour des preuves détaillées. 

Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie muni d'une base {ei}i<i<„. 
On pose 

||a;||o = JJ^sup jxil^ pour x = Xj ej € V <E) A . 
Cette fonction vérifie : 

(1) IIAxIlo = |A| . ||ï;||o pour A G A^ . 

On pourra remarquer que ||x||o > |a;i| si € A'^ et en particulier 

(2) l|Ç||o>l pour ieV-{0}. 
On appellera hauteur sur V une fonction 

Il II : l^(8)A^K 
vérifiant la propriété (1) et équivalente à || ||o c'est-à-dire que 

ci||a;||o < ||a;|| < C2||a;||o 
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pour des constantes Ci strictement positives. En particulier, les hauteurs construites 
à partir de deux bases distinctes sont équivalentes. 

De manière analogue, pour g € End {V CE) A) de matrice gij on pose 

115110 = n^^^pif'ii" ■ 

Il existe une constante C3 telle que pour g e End {V A) on ait 

(3) WgxWo < c3||g||o-||a;||o 

et une constante C4 telle que 

(4) II5152II0 < C4||â'l||o-||g2||o • 

Une hauteur est bornée sur les compacts. Donc, si K est un sous-groupe compact 
du groupe GL{V,A) on peut, par intégration sur K. construire une hauteur bi- 
invariante sur V : 

llfcxll = llxfcll = ||a;|| V/ceK. 

On définit une hauteur sur GL{V (E) A) en considérant une hauteur sur l'espace 
vectoriel 

End (V) œ End {V) 
et en posant pour g G GL(V ® A) : 

l5l = ll(<?,V)ll . 

En particulier, on a Q* 

i5i = r'i . 

Compte tenu de (3) et (4) on voit qu'il existe une constante Cg telle que 

(5) \\gv\\<c'M\\v\\ 
et une constante C4 telle que 

(6) \9ig2\ < c'^\9i\-\92\ ■ 
Enfin, il existe cq telle que 

(7) \9\ > co . 

Supposons donnée une représentation linéaire fidèle de G dans V 

p:G^ GL{V) 

cela permet de définir une hauteur pour les éléments de G{A) en posant 

\x\ = \pix)\^\\ {p{x),'pix-')) Il . 
Une telle hauteur vérifie encore (5), (6) et (7). 

Lemme 3.2.1. Il existe des constantes C5 et N telles que l'ensemble des ^ G G{F) 
tels que |Ç| < A est un ensemble fini de cardinal majoré par c^.A'^ . 

Preuve : L'application 

composée avec la projection sur l'espace projectif associé à l'espace vectoriel 

End (y) ® End {V) 

a des fibres de cardinal au plus 2. L'assertion résulte alors des propriétés classiques 
des hauteurs sur un espace projectif. 

□ 



1. Dans 1301 les auteurs utilisent SL(V) plutôt que GL{V) et n'utilisent pas la composition 
avec la diagonale \g\ = \\{g, g^^)\\. C'est la raison de leur inégalité (iii) p. 20, qui pour nous est 
simplement |g| = 
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Lemme 3.2.2. (cf. fSO^ assertion (v) p. 20). Il existe une constante Cq telle que 
pour tout X G G{A) 

||Ho(x)|| <C6(l + |l0g|x||) . 

Preuve : Il suffit de le prouver pour x = p — mn G Pç){K). Considérons dans 
GLiy) un sous-groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs P = MN 
où M est diagonal par blocs et N unipotent. Alors p = mn e MN peut s'écrire 
p = m + X avec X dans l'algèbre de Lie de iV, identifiée à un sous-espace vectoriel 
de End {V), et donc on a ||m|| < ||p||. Maintenant soit p la représentation rationnelle 
utilisée pour définir la hauteur sur G. Quitte à changer de base et donc à utiliser 
une hauteur équivalente, on peut supposer que 

p{Po) C P p{Mo) C M p{No) C N 

où P est, comme ci-dessus, un sous-groupe des matrices triangulaires supérieures 
par blocs ; alors pour p = mn G Pq{A) on a ||/o(p)|| > ||/9(m)||. L'assertion en résulte 
facilement. 

□ 



3.3 Calcul de Ho(wn) 

Lemme 3.3.1. Soit w e G{F) un représentant d'un élément s du groupe de Weyl 
de G. Il existe une constante c telle pour tout n G Nq{A) et tout w G Ap^ on ait 

[i) zu{'H.o{wn)) < c . 

Supposons que s ~ est une symétrie par rapport à une racine simple a on a 
{il) Ho(u;a n) = ta{n) G Ma^ 

avec ta{n) < c. Le nombre ta{n) est indépendant du choix du représentant Wa G 
G{F). 

Preuve : Soit 5o un tore maximal dans A/q. Choisissons un ordre sur les racines de 
S[) (sur la clôture algébrique) compatible avec l'ordre sur les racines de Aç) (c'est- 
à-dire les racines relatives) déjà choisi. Un caractère rationnel de Mo 

A G Xf{Mo) 

définit un caractère de 5*0. Supposons le dominant. Soit V\ la représentation ra- 
tionnelle irréductible de G de poids dominant A et de vecteur de plus haut poids 
e\. On observe que A est encore un poids dominant de la restriction à Mq de la 
représentation V\. Il en résulte que A/g agit sur le vecteur e\ par le caractère A. On 
a donc, pour m G Ajfo(A) et n G No{A) 

me\ = m^ ex et nex = e\ . 

On choisit une hauteur K-invariante sur cet espace, normalisée de sorte que ||eA|| = 
1 . Alors si X ~ nmk avec fc G K on a 

Ik^^GAll = \\k^^ n^^exW = \\m^'^ ex\\ = |m"^| . ||eA|| 

Mais, comme 

|rï/| = cxp(A(Ho(a;))) 
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on a 

A(Ho(x)) = -log||x-ieA|| 
et en particulier si on pose e\ = e^j-iç^j) on aura 

-log l|es-i(A)|| = -log|lu;"^eA|| = A(Ho(m;)) 

et 

A(Ho(wn)) = -log ||n"^es-i(A)|| • 
Comme n est dans le radical unipotent 

n'^Cs-^x) = es-i(A) + V 

où V est une somme de vecteurs de poids supérieurs à s^^(A). Donc il existe une 
constante ci telle que 

ll""^es-i(A)|| > ci||es-i(A)|| 

soit encore 

A(Ho(î«n)) < C2 . 

D'après Borel-Tits (cf. jTïï| §12 page 141. commentaires suivant la proposition 12.13) 
pour tout TU g Apg il existe un entier d tel que A = duj soit le poids dominant 
d'une représentation rationnelle. Ceci établit l'assertion (i). Maintenant soit Sa une 
symétrie relativement à une racine simple et soit P ^ a une autre racine simple. 
Si A = dpwp on a Sa{X) = A et donc, par unicité à un scalaire près du vecteur de 
poids dominant on voit que w~^e\ est proportionnel à e\ ce qui implique 

n~^îi'~^eA = CaTiex = Ca&\ avec Ca G • 

Il en résulte que 

n7^(Ho(Wan)) = Wji{^ç,(Wa)) = 

d'où on déduit que 



Ho(wan) G 
Enfin, l'inégalité ^«(n) < c résulte de (i). 



□ 



Lemme 3.3.2. Soient Ws G G{F) un représentant d'un élément s du groupe de 
Weyl et 71 e TV (A). 

(i) Il existe des réels hp{s^n) > — c, où c est la constante de \3.3.1[ tels que 

(1) s-iHoKn)= Y. M^^^)!^" 

soit encore 

(2) HoKn)= Y. k^i^^^)^" 

7eK(s-i) 

avec des réels kj{s,n) < c. 
(a) La fonction 

s^Ysin,T) = s-\T-Uoiwsn)) , sGW 
est une famille orthogonale, régulière si dp^ (T) > c. 
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(m) Plus généralement, la fonction 

s^Ysix,T)^s-\T-Hoiwsx)) 

est une famille orthogonale et on a, si x = mnk est une décomposition d'Iwasawa 
on a 

(1') n(x,r)+Ho(x)+ J2 hfi{s,n,T) ^0 

avec hp(s,n,T) > si dp^, (T) > c. 

Preuve : Supposons s = Sat avec l{s) = l{t) + l et Sa la symétrie définie par rapport 
à la racine simple a. On écrit 

WfU = mn' k 

d'où 

Ho(wtn) = Ho(m) 
et Ws = Wa Wt modulo M (F) ; donc 

Ho(u'sn) — Ho(u)Q,m n' k) ~ Sq,(Ho(to)) + llo{wan') 

soit encore 

s~"'^Ho(ws n) = t~"'Ho(wt n) + s~^'H.o{wa n) . 
Il résulte alors de 13.3.11 (ii) que 

f^Hoiwt n) ~ s^^Hoiws n) = ta{n')j'^ 

avec 7 = t~^a^ . Les hypothèses du lemme [T. 5. Il sont donc vérifiées pour 

s I— > s^"'"Ho(t«s n) . 

Les formules (1) et (2) en résultent et la construction par récurrence, suivant [1.5. 11 
des coefficients /i;3(s, n) et fc^(s, n) fournit les majorations souhaitées. Compte tenu 
de 11.5.21 l'assertion (ii) en résulte immédiatement. Pour établir (iii) on observe que 
si a; = mnk est une décomposition d'Iwasawa alors 

Y,{x,T)=Ys{n,T) -Uoix) . 

□ 

Lemme 3.3.3. Soit G G{F) un représentant d'un élément s du groupe de Weyl. 

(i) Le vecteur Ho(îiis) G Oo est indépendant du choix de Wg et de Pq. 

(ii) Il existe un point Tq G aff tel que 

VLoiws) =To- sTo et Ho^r^) = Tq - s-^To .) 

(iii) L'élément Tq est égal à 

aeAo 

où îu^ G aff est l'élément de la base duale correspondant à a G Aq et ta{l) le réel 
introduit en \8.3.lV ii) pour n ^ 1. 
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Preuve : On rappelle que l'on a fixé K et Mq. D'après 13.1.21 (iii), on peut écrire 
Ws = rrisks avec rUs G Mo(A), bien défini modulo Mo{F), et fc^ e K et donc 

Ho(ws) = Ho(77is) = îiM„{ms) 

est indépendant du choix de Ws et de Pq. Comme wt ~ mtkt, on voit que 

Ho(wsWt) = HaiwsTnt) = Ho(ws) + sHo(77it) 

et donc 

Cette relation montre que 

s H> Ho(îi's) 

est un 1-cocycle de W à valeurs dans Oq. Comme la multiplication par l'entier |W| 
est inversible la cohomologie est nulle. C'est donc un cobord et on obtient l'existence 
d'un Tq € Qo tel que 

Ho(ws) = îo - sTo . 

Pour achever la preuve de (ii) on remarque que comme wj^ et w^-i sont congrus 
modulo AI (F) on a 

HoK-i) = Ho(u',-i) et donc HoK'^) = Tq - s-^Tq . 

Pour établir (iii) écrivons 

aeAo 

On observe que 

SaTjJp = si /3 7^ a et SaWa = — Ct^ 

et donc 

Pour conclure on observe que d'autre part, d'aprês [3.3.1f ii). 

□ 

On posera 

Y,{T)^s-^T + To-s-^Ta ■ 
On a donc, avec les notations de l3.3.2l et compte tenu de l3.3.3l : 

Y,{T) = Ys{l,T) . 

La fonction s M- Ys{T) définit une famille orthogonale. On observera que 

Y,{To)=n 

et est donc indépendant de s. Soit M le sous-groupe de Levi d'un sous-groupe 
parabolique standard P ; à tout S G V{M) on associe, suivant les conventions de 
la section [T75l le vecteur 

Ys{T) e QA/ 

qui est la projection de Ys{T) sur aj\/ lorsque s G W est tel que sS est standard. 
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3.4 Espaces Xp, Xpc et Yp 

L'étude des formes automorphes et de la formule des traces amène à considérer 
divers espaces homogènes pour lesquels nous allons fixer les notations. L'espace le 
plus important est 

Xg - ^gG{F)\G{A) . 

C'est sur cet espace que vivent les formes automorphes pour G, qui sont de plus 
invariantes sous 21g ; ce sont les seules que nous considérerons ici. Plus générale- 
ment si P est un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M et de radical 
unipotent Np on aura besoin de considérer l'espace f5 

Xp = 2lpP(F)iVp(A)\G(A) 

ainsi que sa variante 

Xp,G =2lGP(F)iVp(A)\G(A) 

de sorte que 

Xp = 2tp\XpG ■ 
On observera que l'on dispose d'une injection naturelle 

Xa/ Xp 

et d'une bijection 

Xm/Km — Xp/Kg . 
Nous aurons besoin de considérer également les espaces 

Yp = 21gP(F)\G(A) . 

On observera que Y g ~ Xg • Enfin on a une surjection 

Yp — !> Xp_G 

dont les fibres sont isomorphes à N{F)\N{A). 

3.5 Ensembles de Siegel 

Désormais, le sous-groupe compact Kg est simplement noté K. Soit É £ M ; on 
appelle ensemble de Siegel un sous-ensemble de G(A) de la forme 

&t,n = nAo{t)K 

où il est un sous-ensemble compact de i-b(''^) et 

Aoit) = {exp {H)\H e et a{H) > i , Va G A^J . 

On souligne que par construction on a ï1g{x) ~ pour x G ©t,o- 

Lemme 3.5.1. // existe un compact fl' C G(A) tel que tout x G &t,n peut s'écrire 
la forme 

X = ac avec a G Ao{t) et c G fi' . 
2. On rappelle que, par définition, 2lp = 21m- 
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Preuve : On peut choisir fl sous la forme Jli x avec 

Oi c iVo(A) et n2 C A/o(A) . 

On a alors 

&t,n = niAo{t)n3 où a3 = . 

Comme a^^uja reste dans un compact lorsque a e Ao{t) et a; G on a 

©t,n C Ao{t)n' 

où r^' est un compact. 

□ 

Nous aurons besoin du théorème suivant pour lequel on renvoie au livre de 
Borel Ui] : 

Théorème 3.5.2. Pour t eM. donné l'ensemble des 7 G G{F) tels que 

7 . ©t^o n ©t,î2 7^ 

est fini. De plus, pour t assez petit et D, assez gros, on a 

G(A) =2tGG(F).©t,o . 
En d'autres termes, l'application naturelle 

est à fibres finies de cardinal borné. De plus, pour t assez petit et assez gros, 
l'application est surjective. 

Il en résulte que l'espace homogène 

Xg - ^gG{F)\G{A) 

est de volume fini, et que de plus il est compact si Gden le groupe dérivé, est 
anisotrope. 

Proposition 3.5.3. Soit Q un sous-goupe parabolique. Pour t donné assez petit, il 
existe des compacts fîi C Nq{A) et G G(A) tels que tout x G G(A) on ait 

X = rjnau; avec rj G Q(-F), n G ili, a G 2to, G 1^2 

et 

«(Ho (a)) >t Va G A^^^ . 

En particulier il existe une constante c telle que pour x G G(A) il existe xq G G(A) 
et rj Q{F) avec x = 77 .tq e< 

logixol < c(l + ||Ho(.To)||) . 

Preuve : Ceci résulte de la décomposition d'Iwasawa 

G(A) = g(A)K = NQ{k)MQ{h.)K. 

ainsi que de 13.5.11 et 13.5.21 appliqués au sous-groupe de Levi Mq de Q. 

□ 
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Lemme 3.5.4 (cf. [23] th. 1(1)). // existe c tel que, pour tout x G <S'^ et tout 
7 G G{F), on ait 

(1) OT„(Ho(7x)-Ho(a;)) <c 

pour tout a G Aq. 

Preuve : Par décomposition de Bruhat et d'Iwasawa on a 

Ho(7a;) - Ho(a;) = Ho(^Us?^a) - Ho(a) = (s - l)Ho(a) + Ho(wn) 
avec w représentant s G W^, n G No{A) et a vérifiant 

a(Ho(a)) >t Va G A^^^ . 
Maintenant 13 . 3 . 2l montre que 

tUaiUoiwn)) < Cl 

et 11.5.21 montre que 

■^a{{s ~ l)Ho(a)) < C2 . 

□ 

Liemme 3.5.5. Soient 7 G G{F), .t G et y e &^ . Si X ^72/ G fi où O est un 

compact, alors Ho(x) — Ho(î/) appartient à un compact. 

Preuve : Si x~^jy G fi, on a 71/ G xfl et donc Ho(7y) — Ho(a;) reste dans un 
compact. Compte tenu de 13.5.41 on en déduit une majoration 

ZU aiHoix) - Ho (2/)) < C2 

pour tout a. La situation est symétrique en x et y. Donc Ho(a:) — Ho (y) appartient 
à un compact. 

□ 

Lemme 3.5.6 f |30| 1.2.2 (vii)). Il existe c > tel que, pour tout x G & (domaine 
de Siegel pour G) et tout ^ G G{F) : 

\x\ < c 1^ a;| . 

Preuve : Comme, d'après [3.5.1) x = auj avec a; dans un compact et a G 2lo, il suffit 
de traiter le cas x = a G Stg. Le lemme résulte alors de la remarque suivante : si ^ 
est une matrice rationnelle dans GL{V) et a une matrice diagonale dans GL{V (^M.) 
on a 

IICa||o = Yi^^P l^.ijO'jjlv > snpY[\^tjO-jj\v = sup |ajj|R = ||a||o . 



□ 
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3.6 Une partition de 

Pour établir la partition l3.6.3l fqui est l'analogue pour Xp de la i3artition ll.7.5l 
de l'espace vectoriel Qq) nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 3.6.1 (cf. [5D] Lecture 3, Erratum Lemnia 3.2.3). Fixons Tq G flo st soit P 
un sous-groupe parabolique standard. Pour T G Oq assez régulier (de façon précise si 
dp(,(T) > Cl où Cl est une constante dépendant de Tq), l'ensemble des ^ £ G{F) 
tels que, pour x G G(A) donné on ait 

(1) a(Ho(^ x) - Tg) > Va e A;^,, et a{n^{(,x) - T) > Va e A^^ - A^^ 
est soit vide soit forme une seule classe modulo P{F). 

Preuve : Pour T donné, il suffit de considérer le cas particulier où 

a(Ho(x) - Tg) > Va G A|^,, et a(Ho(x) - T) > Va G A^„ - A|^,, . 

Compte tenu de la décomposition de Bruhat il reste à montrer que si T est assez 
régulier et si ^ = Ws représente un élément s dans le groupe de Weyl de G{F), 
alors les hypothèses sont satisfaites seulement si s appartient au groupe de Weyl 
du sous-groupe de Levi M de P. On observe que si x = mnk on a, d'après [3.3.21 

(2) s-iRoKx) ==Ho(x)+ Y. hi^^n) l^'' 

avec des scalaires hfj{s, n) > — c. On notera po la- demi-somme des racines dans Pq. 
Considérons 

X = po- s^^pq = y [3 . 

peTZ(s) 

On observe que pour tout /3 G Tl{s) alors 7 ~ — s(/3) est positive et donc 

(3) A(/3^) = po(/3^+7^)>0. 
De plus sA est l'opposé d'une somme de racines positives : 

(4) ,sA = - Y. 

Compte tenu de l'équation (2) et de l'inégalité (3) il existe une constante C telle 
que 

sA(HoKx) -Tg)+C> A(Ho(x)) . 



Supposons T — Tg régulier, ce qui est loisible ; alors l'hypothèse (1) implique que 



- Tg) > Va G A^ 



et donc, d'après (4), 

sA(Ho(u;.x) - Tg) < 

ce qui implique 

(5) A(Ho(a;)) < C . 

On peut écrire 

Ho(x) = Y daw'^+'H.c 
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avec JtIq g Uq et (5) fournit l'inégalité 

(6) E E '^$d^<C 

OÙ les sont des entiers naturels définis par 
Par hypothèse 

de = a{ïîo{x)) > aiTa) Va G A;^^ 

et 

d„ = «(Ho(x)) > «(T) Va G A^^^ - A^,, . 

L'inégalité (6) n'est possible, si T est assez régulier, que si les /3 G 7?.(s) ne font 
intervenir que les a G Ap auquel cas s appartient au groupe de Weyl de Af , le 
sous-groupe de Levi de P, ainsi qu'il résulte du lemme [1.3.2l 

□ 

On introduit, pour Pq C Q, l'ensemble (ë^^{TG,T) des 

X = nac G G(A) 

avec n G Nq{A), a ~ pour iî G Qq, c G Cq où Cq est un compact (qui sera 
choisi assez gros dans I3.6.3P , et vérifiant 

a(Ho(.T) - Tg) > Va G A^^^ et m{Uo{x) - T) < Vnj G Â^^^ 
soit encore, d'après Pl. 8.3[ tel que 

T%{Ho{x)-Tg,T-Tg)^1 . 
On note Pp^(»,T) la fonction caractéristique de 

Q{F)G%{Tg,T) . 

Lemme 3.6.2. Soit x G G(A) tel que F^^{x,T) = 1. Il existe 7 G Q{F) tel que 

73; = nac 

avec c dans un compact, n G Nq{A) et la projection de Ho (a) dans est bornée. 

Preuve : Par définition de Fp^ on peut choisir 7 G Q{F) tel que 7X appartienne à 
&'^^^{Tg,T). Le lemme résulte alors de ce que, d'après Pl. 8. 1[ la projection de 

Ho(7x) =Ho(a) + Ho(c) 

sur O-Q est bornée. 

□ 
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Proposition 3.6.3 ([2Qj Proposition 3.2.1). Si le compact Cq implicite dans la 
définition de &'^^{Tg,T) est assez gros alors, pour —Tq et T assez réguliers, c'est- 
à-dire dp,-|(T) > c et dpgÇra) > c' où c et c' sont des contantes dépendant de G, 
on a 

^ ^ F^^(Cx,T)r^(Ho(ex)-r) = l 

{Q\PoCQCP}ieQ{F)\P{F) 

Preuve : D'après 13.5.31 si —Tq est assez régulier, il existe un compact C tel que 
pour tout X G G{A) il existe 

e e P{F) 

tel que : 

= nac 

avec n £ Nq{A), a = pour i7 G ao et c G C, vérifiant 

T^„(Ho(ex)-rG) = i . 

Maintenant 1 1 . 8 . 2l ( 1 ) montre que 

r^„(Ho(Çx)-TG)= Y. r?„(Ho(ea;)-TG,r-TG)T^(Ho(ex)-T) . 

Pocgc-P 

On observe que si, pour un certain Q, notre ^x ~ nac vérifie de plus 

r%{Ho{^x)-TG,T^TG)T^{Hoi^x)-T) = 1 
alors, si Cq D C on a 

Cx€&%iTG,T) 

et donc 

F^^i^x,T)T^{no{^x)-T) = l 

Il reste à observer que d'après [L2T7] les hypothèses de l3.6.1l sont satisfaites et donc 
un tel ^ est uniquement déterminé modulo Q{F) si T est assez régulier. 

□ 

Lemme 3.6.4. Pour P fixé et sous les hypothèses de \3.6.!A on a 

E E Fl{ix,T)a^{n,{^x)-T)^?p{li,{x)-T) . 

QCPCR ÇGQ(-F)\P(-F) 

Preuve : Ceci résulte de la décomposition 

PC-R} 

fcf. l2.10.5|l et de [3X1 

□ 

Lemme 3.6.5. Supposons T assez régulier (comme en \3.6.3\ ci-dessus). Soit x G 
&%{Tg,T) avec 

â^{lîoix)-T) = l. 

Alors 

a(Ho(a;) - Tg) >0 Va e . 
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Preuve : Par hypothèse 

a{lIo{x) - T) > Va e Ag . 
Comme on suppose d'autre part x G &'^^{Tg,T) on a 

n7(Ho(.T) -T) < yzueÂ%^ 

il résulte de ll.2.7l aue 

(i) a(Ho (x) - T) > Va G - A^^ 
mais comme a{T — Tq) > pour tout a G Ap^ on a aussi 

(ii) a(Ho(x-) - Tg) >0 Va G A« . 

□ 

Lemme 3.6.6. Soient P un sous- ensemble parabolique, Q et R deux sous-groupes 
paraboliques standard tels que Q C P C R. Considérons S G P{F), n, n' G No{A) 
et a £^Q. Soit fi un sous-ensemble compact de G(A). Supposons que 

(i) a^^ n S n a G il 
et que a satisfasse aux inégalités 

(ii) a(Ho (a) - T) > Va G A^„ - A^^ 
et 

(iii) a(Ho(a)-TG) >0 Va G A;«,, . 

Alors, il existe une constante c(f2) telle que si dp^, (T) > c(il) alors, avec les nota- 
tions de \2.10.T[ on a 

S G Q+{F) . 

Preuve : La décomposition de Bruhat permet d'écrire 

S = vrjWs v' 

avec V, v' G Nq{F), rj G Mo{F) et où Wg représente un élément 

s = Sq >3 0Q 

de l'ensemble de Weyl de M. On a donc 

Iïo{a~^ nS n'a) — 'H.o{a~^ Wg a n") = Ho{a^^) + .sHo(a) + Ho( uigu") . 
Posons 

^ = s-i(Ho(a)-HoKn")) • 
L'hypothèse (i) implique que 

Ai-As = Ho(a) - s-^Uoia) + s-^Ùo{w,n") 

appartient au compact s~^Ho(f2). Fixons Ti G ao vérifiant dpg{Ti) > c, où c est la 
constante de 13.3.11 On introduit 

Bs = s-\Ti - HoKn")) et Cs = s-i(Ho(a) - Ti) . 
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On observe que Ag = Bg + Cg. Soit 



C'est une forme linéaire sur qui est ^o-invariante et strictement positive sur 
toutes les racines positives pour M. Compte tenu de la 6'o-invariance on a 

On sait par l3.3.21 que X{Bi — Bg) est positive. La condition de compacité sur Ai — As 
impose que A(Ci — C's) est borné supérieurement par une constante co{Q). Si P ^ 
et si Ws ^ Q^{F) la décomposition réduite de sq fait intervenir une racine 



simple a G Ap^^ — Ap^^ . Mais 11 . 5T2l montre que A(Ci — Cs) est la somme de 

A(/3^)«(Ho(a)-ri) 

où /3 est une racine positive et d'autres termes qui sont minorés d'après (iii). On 
en déduit que, d'après l'hypothèse (ii) et pour une certaine constante ci(Çï) 

a{T - Ti) < a(Ho(a) - Ti) < ci(r!) 

ce qui est impossible si par ailleurs dp,-|(r) > c{fl), pour une constante c{n) bien 
choisie. 

□ 

Corollaire 3.6.7 (cf. ^20j Lemma 4.1.3). Soit Çl un compact de G(A). Supposons 
que 

et 

nSn' X G fl 

avec S e P{F), n G No{A) et x e G(A). Si dp„(T) > c{n) ceci implique S G 
où est le plus petit sous-ensemble parabolique avec Q G P d R. 

Preuve : Quitte à changer x en ^x avec ^ G QiF) on peut supposer vérifiées les 
inégalités (i) et (ii) de la preuve de l3.6.5l On écrit x = ni m a k avec m G Mo (A) et 
Ho(to) = 1. Quitte à changer n et n' on peut supposer ni = 1. Maintenant, modulo 
conjugaison de S par 7 G ^o(^) on peut supposer que m appartient à un ensemble 
compact. Donc a satisfait les conditions (i), (ii) et (iii) de l3.6.6l 

□ 



3.7 Lemmes de finitude 

Lemme 3.7.1. Pour x fixé, il existe des constantes C , N et A telles que l'ensemble 
des Ç G G{F) vérifiant, pour X £ Uq, 

Tf{Uo{^x)-X)^0 

est un ensemble fini de classes modulo P{F) dont les représentants peuvent être 
choisis de sorte que 

En particulier cet ensemble peut être choisi indépendant de x, lorsque x reste dans 
un compact. 
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Preuve : Si cet ensemble est non vide on peut, quitte à changer Ç et x, supposer 
que X vérifie 

rf(Ho(x)-X)^0 

c'est-à-dire 

ro(Ho(x) - X) > Vîu G . 
De plus, compte tenu de l3.5.3| on peut supposer que 

a(Ho(a;) - Tg) >0 Va e A;^,, . 

Ceci implique (d'après 11. 7. ip 

w(Ho{x) -Tg)>0 Vro e Â^^ . 

Maintenant on peut écrire ^ = niw r] n2 et donc, si s est l'image de w dans le groupe 
de Weyl, on a 

Ho(Ca;) = Ho(u' 712 x) = sHo(x) + tlo{w n) 
pour un certain n (dépendant de x) et, d'après [3.3.21 



7e7<L(s-i) 



7" 



avec des réels fc^(s, n) < c. Donc il existe une constante c' telle que 

(1) îZ7(Ho(^x)) < w{sUo{x))+c' Vru E . 
D'après [3.5.31 on peut choisir ^, modulo P{F) à gauche, de sorte que 

(2) «(Tg) <a(Ho(^x)) VaeA?„. 
Par ailleurs, si 

rf(Ho(Cx)-X)/0 

on a 

(3) zj{X) <zu{Uo{^x)) VnjGÂ^. 
En combinant (1), (2) et (3) ainsi que 13.2.1^ on obtient que 

||Ho(Çx)|| <c"(l + log|x| + ||X||) . 

En invoquant la deuxième assertion de 13.5.31 on voit qu'avec notre choix de on 
a 

log|^a;| <c"'(l + log|a;| + ||X||) . 
et donc il existe des constantes Ci, et A telles que 

et donc 

ce qui, d'après [3. 2. li impose à ^ d'être dans un ensemble fini. 

□ 
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Lemme 3.7.2. Soit P un sous- ensemble parabolique. Pour x fixé, il existe des 
constantes C , N' et A' telles que l'ensemble des ^ G G{F) vérifiant 

f|(Ho(^a;)-r)^0 

est un ensemble fini de classes modulo P{F) dont les représentants peuvent être 
choisis de sorte que 

En particulier cet ensemble peut être choisi indépendant de x, lorsque x reste dans 
un compact. 

Preuve : La preuve est identique à celle de 13.7. ll à ceci près qu'au lieu de (3) on a 

(3') m{T) <w{Uo{^x)) VmeÂf. 

La conclusion est identique (avec des constantes différentes). 

□ 

On dira que S S G{F) est primitif si sa classe de conjugaison ne rencontre aucun 
P{F) lorsque P parcourt l'ensemble des sous-ensembles paraboliques propres, c'est- 
à-dire P ^ G. On notera G{F)prim l'ensemble des éléments primitifs. 

Lemme 3.7.3. Soit un compact de G(A) et & un ensemble de Siegel. L'ensemble 
des 5 Ê G{F)prim tels qu'il existe x € & avec 

x~^ ô X £ fl 

est fini. 

Preuve : La décomposition de Bruliat permet d'écrire 

6 = rjWs^rj' 

avec Ç G Mo(F) et Ws représente un élément de l'ensemble de Weyl W x 6'o. Grâce 
à [ÏÏ3T1 et [5X^ on a 

a^^Sa — a~^rjWs £,rj' a G fi' 
pour un a G j4o(t) et pour un compact fi', soit encore 

na Ws£,n G fi' 

avec n G iVo(A), n' = a~^rj'a G Nq{A) et a' = a^^WsOuÇ^ et donc 

(*) Uoina'w,Cn')^Ho{a')+Ho{wsn') 

appartient à un compact. On observe que 

Ho(a') - (s-l)Ho(a) . 

Puisque a est dans un domaine de Siegel, X — Ho(a) + S est dans la chambre 
positive pour un certain 5 G ag. C'est dire que 

X = ^ Ootn^ 

avec Ga > 0. Maintenant (*) montre que 

<X,{s-l)X > + < X, HoKn') > 
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est borné. D'après [3.3.21 on a 

< w^, Ho(ws7i') >< c 

pour tout n' et tout rô. On a donc 

Cl < <X,{s~l)X > + < X, Uo{wsn) > < < X, (s - 1)X > +C2 • 

Il existe donc une constante C telle que 

<X,{1- s)X >< C 

Mais, si < X,{1 — s)X > reste borné alors que ||X|| tend vers l'infini, il résulte de 
12.11.1^1 qu'il existe un sous-ensemble parabolique standard P strictement plus petit 
que G avec 

e PiF) . 

Donc S appartient à P{F)^ ce qui contredit la primitivité de ô. On en déduit que 
X = Ho (a) + S doit rester borné ce qui impose à a de rester dans un compact et 
donc S appartient à un ensemble fini. 

□ 

Lemme 3.7.4. Soit fi un compact de G(A) et P un sous- ensemble parabolique. 
L'ensemble des ô G M (F) qui sont quasi-semi-simples et tels qu'il existe x G G{A) 
et n Cz N(A) avec 

x~^6 nx G fl 

appartiennent à un ensemble fini de classes de M {F) -conjugaison. 

Preuve : Pour tout élément quasi-semi-simple 5 G M [F] il existe un sous-ensemble 
parabolique ^ 

Pi = MiNi C P 

et Si G Mi{F) tel que Si soit un conjugué de S, et soit un élément primitif pour 
Ml. On a donc 

S = 7~"'^(5i7 

pour un 7 G AI {F) et 

xï^Si n' xi G SI 

avec xi = "fx. Mais xi = miuiki avec rniui G A/i(A)iVi(A) et donc 

m^^Si min" G KQK 

d'où on déduit que 

m^^Si Toi g n' 

où SI' est un compact dans Mi(A). Compte tenu de 13.5.21 on voit qu'il existe TO2 G 
Ml (A) appartenant à un domaine de Siegel pour Mi et Ç G Mi{F) conjugué de Si 
tels que l'on ait 

in^^S^in G fl' . 

On invoque alors et la finitude du nombre de classes de conjugaison de sous- 
ensembles paraboliques. 

□ 



Deuxième partie 

Théorie spectrale, troncatures 

et noyaux 
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Chapitre 4 

L'opérateur de troncature 



Sauf mention expresse du contraire nous utiliserons les mesures de Tamagawa 
sur les groupes adéliques. En particulier, si N est un groupe unipotent les quotients 
N{F)\N{A) sont de volume 1. 

4.1 Définition et une propriété d'annulation 

Considérons une fonction ip dans 

LLiQ{F)\G{A)) . 

Soit P un sous-groupe parabolique. Le terme constant de ip le long de P sera noté 
Hpifi ou ipp 

Ilp(p{x) = fpix) = / ip{nx) dn 

J Np(F)\Np{A} 

où Np est le radical unipotent de P. 

On définit pour T G Qq un opérateur de troncature par 

A^'Qv{x)= Y. i-ir^-"'' E T^(Ho(ex)-r) ^p(^x) . 

PoCPCQ iëP{F)\Q(,F) 

On observe que, d'aDrès [3.7.11 les sommes en ^ portent sur des ensembles finis. Dans 
le cas où Q = G on écrira le plus souvent A-^ pour A-^'*^. Une propriété importante 
de l'opérateur de troncature est donnée par le lemme suivant : 

Lemme 4.1.1 ([ÏÏ] Lemma 1.1). Supposons dpp(r) > c où c est la constante du 
lemme V3.3.1\ Soit Q = MqNq un sous-groupe parabolique, 

(Hq o A^ip){x) := / {A^ip){nx)dn ^ 

JNQiF)\NQ(A) 

implique 

(i) vj(Uo{x) - T) < Vw G 

ou, ce qui est équivalent, 

(m) </.§(Ho(a;)-r) = l . 

En particulier, pour T assez régulier et Q ^ G 

{iii) tq(Ho(x) - T) {A^ip){nx)dn = . 

Jnq{f)\Nq{a) 
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Preuve : Considérons un sous-groupe parabolique standard P = MN et posons 
Ap = / y ^ tp(^nx)dn 

JjVq(F)\Wq(A) çgp(j^)\G(F) 

OÙ 

ip{x) = fp(Ho(a;) - T)ipp{x) . 
On rappelle que d'après [T3T7] 

W(oo,P) = {s G W : s^^a > pour a G A|^J 

est l'ensemble des représentants de longueur minimale pour les classes du quotient 

Si TZ^^ C (a^)* est l'ensemble des racines réduites de M, on pourra remarquer que 
pour s G W(ao, P) on a l'équivalence a > <^ s~^a > pour les a G 7^^^. On a la 
décomposition de Bruhat 

G= YL P^sNo 

OÙ l'on a choisi un représentant Wg pour chaque s ; de plus 

P\PwsNo^N,\No 
où l'on a posé A^s = w^^NqWs Ci No. On a donc 

Ap^ A,^P 

seW(ao,P) 

avec 

As p = tp{wsi''nx)dn . 

Fixons s et Ws- Soit iVo = Nq n Mq. Alors 

^q(^^)Wq(A) = N„{F)\N^{F)Nq{A) 

et As p se récrit : 



As^p ~ / "0(^5 nix)dni 

JN,{F)\Ni{F)NQ{A) 

OÙ la mesure drii contient la mesure discrète sur Nq (F) . Ecrivons ceci comme une 
intégrale itérée 



As^P = J yj ip{ws n*n''x) dn* j dn'' 

où décrit 

N-' = w-^NQ{K)wsC^Nl{F)NQ{K)\Nl{F)NQ{K) 

et où 71* décrit 

Nt = NsiF)\w;'No{A)ws n N^{F)Nq{A) . 
La décomposition radicielle montre que 

N^{F)NQ{A)nw;^NoiA)ws 
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est égal à 

(N^iF) n wj'No{F)ws){NQiA) n w;'NoiA)ws) , 

le premier facteur étant contenu dans Ns{F). On remarque que Ns{F) est en fait 
le produit de Nq{F) Ci w~^Nq{F)ws et de ce facteur, et l'on peut donc récrire 
l'intégrale sur N* comme une intégrale sur 

= Nq{F) n w;^NoiF)w,\NQi^) n w;^NoiA)w, 

c'est-à-dire 



As.p ~ j yj il}(wsn,,n^ x) dn^fj dn^ . 
On a remarqué que WgNow^^ D M = Nq D M. Le sous-groupe 

de M contient NqD M ; c'est donc un sous-groupe parabolique standard de M, de 
radical unipotent 

En particulier N!, C A^^o, et la décomposition A^o ~ N{M n Nq) implique que 

iVo n w.Nqw-^ ^ N'JN', 

où 

N'J = Nr\ w.Nqw-'^ . 
Le changement de variable Wsnf,wJ^ ~ "-s donne alors une intégrale sur le produit 

«(P)\iV;(A))x(iVi(P)\iVi(A)), 

et on obtient 

As^p ^ J J J i^i'i^s^'s^s n''x)dn'!. dn'^ dn" . 

Comme N'J C N, l'intégrale sur le quotient N'J{F)\N'J{A) peut être omise compte 
tenu de l'invariance à gauche de ip par N{A), les mesures étant normalisées de 
sorte que ce quotient soit de volume 1. On a donc obtenu pour As_p l'expression 
suivante : 



/ Tp(HoKn^x)-T) f / 



ipp{ngWsn^ x) dn'g dn" 



en utilisant que Hq est invariant à gauche par n'^ £ No{A). Par ailleurs le sous- 
groupe Pg est l'intersection avec Af d'un unique sous-groupe parabolique standard 
R = P!.N de G ; en particulier R C P. Son radical unipotent est le sous-groupe 
Np ^ N!,N. On a donc, en désignant par (pp le terme constant de ip le long de R : 

As,p ^ / (pR{wsn^x)Tp(llo{wsn''x) - T) dn'' . 



Posons 



et 



= {(1 e Ap„ : s > , s~^a\aQ = 0} 
El = {a e : s^^a > , s^^a\aQ ^ 0} 

E = El U E^ = {a e : s'^a > 0} . 
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On rappelle que R ~ P!.N et donc le sous-groupe de Levi Mj^ de R est contenu 
dans 

= WsQw^^ n M 

et donc 

Mr = il/ n wsMqw^'^ 

d'où on déduit que les racines simples dans Mr sont les racines simples de P 
qui s'annulent sur s(oq). Elles vérifient s~^a > puisque s G W(oo,-P) et donc 
Ap^ C S. On en déduit que 

A% = A?^, n Si c Si . 

Notons S le sous-groupe parabolique tel que Ap = Ap U Si. Il résulte des re- 
marques qui précèdent que 

^Po c c s . 

Les P contenant R et tels que 

RnM = Pl 

sont en bijection avec les sous ensembles de Si ce qui est équivalent à demander 
que R C P C S. On veut calculer 

[^^v)q[x)=( [A^^){nx)dn= ^ o ^ ^ . 

JNq(F)\Nq(A) PoCPCG .GW(ao,P) 

La dernière expression peut se récrire comme une somme de termes associés aux 
couples (s, R) où R est un sous-groupe parabolique admettant un sous-groupe de 
Levi vérifiant : 

Mr c WsMqW'^ . 

On obtient 

(s,fl) {P\B,CPCS} 

On observe que l'ensemble N'^ ne dépend pas de P et donc 



soit encore 



{s,R) 

où (avec les notations de I1.7.3P 



iS,G 



(H) = Y. (-1)""-"^ rp{H) 

{P\R,CPCS} 



Pour conclure la preuve de (i) on invoque le lemme |4 . 1 . 2 1 ci-dessous . L'équivalence 
de (i) et (ii) n'est autre que ll.7.3l L'assertion (iii) est alors immédiate. 

□ 
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Lemme 4.1.2. Soient Q, R et S comme ci-dessus. Alors, si dpg(T) > c, 

(/)^'^(HoK7i^a;)-T)^0 

implique 

n7(Ho(x) - T) < Vin G Â§ . 

Preuve : D'après 11.7.31 0^'*^ est la fonction caractéristique de l'ensemble des H 
tels que w{H) > pour ru G et w[H) < pour w G — Ag. On suppose 

4'°(HoKn^a:)-r) ^0 

c'est-à-dire que 

'H.Q{wsn''x) — T — tjj 

a 

avec 

ta > a G A^„ - Af,^ et ta<0 a G A|,^ - Ap^ = Ei . 
Pour TU G Aq on a 

cc7(s-i(Ho(îx;sn"a;) -T)) = ^ i„ îu(s"ia'') < . 

En effet, chaque terme est < : 

- si a ^ S alors a ^ A|,^^ C S et donc s"^»^ < et ta > 0, 

- si a G Si alors s^^a^ > et ta < 

- si a G alors s~^a G A^^ et donc vu{s~^a'^) = 0. 
Mais par ailleurs, 

s^^îÎQ{wsn^ x) = Ho(x) + s^^tlQ{wsn) 
pour un 71 G iVo(A) et donc 

s-\Uo{wsn''x) -T) = (Ho(x) - T) + yi(n,T) - y,(7i,T) 

avec 

y,(n,T) = s-i(r-HoKn)) . 

D'après l3.3.2i si dpp(T) > c, la famille des Ys{n,T) est une famille orthogonale 
régulière. Dans ce cas 

vj{Y^{n,T)-Y,{n,T))>Q 
pour tout w et donc ■ci7(Ho(a;) — T) < pour tu G Aq. 

□ 

Le lemme 14.1.11 a pour conséquence immédiate le 
Corollaire 4.1.3. Supposons dp„(T) > c. L'opérateur A?" est un idempotent : 
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4.2 Un raffinement 

Soit Q un sous-groupe parabolique standard. Pour X G Og et T <E o^, on 
définit un élément 

T[X] G a? 

comme suit : c'est l'unique élément de tel que, pour tout vu G — Ag, on ait 
l'égalité 

w(T[X]) ^ Tu{T ~ X) . 

En d'autres termes, si 

T -X = ^ XaO^ alors T[X] = ^ x^a^ . 

Lemme 4.2.1. On a 

(1) T[X] = - J2 ■^o.ic.^'f ■ 
De plus, si 

(2) 0§(x-r) = i 

alors T[X] est "plus régulier" que T'^ ; pour /3 G A^ on a 

mx]) > /3{tQ) . 

Preuve : On observe que (a^)'^ — pour a G A^ et que 

et (1) s'en déduit. Maintenant la condition (2) implique que les Xa sont positifs ou 
nuls pour a ^ A^ et comme /3{X) = pour f3 G on a donc, compte tenu de 
(1): 

/3(T[X]) - /3(T) - Y. ^o.Pia') > p{T) = /3(rQ) 
puisque P{a^) < 0. 

□ 

Rappelons que l'opérateur A^'"^ ne dépend en fait que de T'^. Le lemme H. 1.11 
se raffine en celui qui suit. 

Lemme 4.2.2. Il existe c' > tel que, pour tout c > et tout T G vérifiant 
dpg(T) > c'(c+ 1); la propriété suivante soit vérifiée. Soit x G G(A) et notons X 
la projection de Ho(a;) sur Og. On suppose que 

II^-î'qII < c . 

Alors, pour toute fonction sur G{F)\G(A), on a l'égalité 

(A^M^) = i-ir-^-^-q^^iX r)A^W'«(^g)(x) . 
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Preuve : D'après la preuve de I4.1.1l et 14.1.21 on sait que 

et pour que 

soit non nul on doit avoir 

pour ZJ £ Aq . On a vu (cf. I4.1.2p que 

s-i(HoKn^x-) - T) = (Ho(a;) - T) + Y,{n,T) - n(n,T) . 
Par hypothèse 

w{ïloix)-T)=w{X-TQ) 

reste borné et donc zu{Yi{n,T) — Ys{n,T)) doit être majoré. Pour dp„{T) assez 
grand, de façon précise si dp^^T) > c'{c + 1) avec \\X — Tq\\ < c, ceci impose 
s ë W^. On a alors 

C A^^^ et donc RcQ 

et 

= A^,, U Si avec Si = A^„ - A^^, . 
On en déduit que S ne dépend que de iî et Q : de fait, on a 

Âs=Âr-Âq . 

On rappelle que N'^ est un quotient de Nq{A){Nq{F) n Q{F)). On obtient alors 
(1) (A^^)q(x) = ^ 4^^(Ho(Ca:)-r) . 

{R\PoCRGQ} ^eR{F)\Q{F) 

D'après [1.7.31 la fonction cj)^'^ est la fonction caractéristique des iJ e Oq tels que 
w{H) < pour tous les e - Âf = Â§ 

et 

zu{H) > pour tous les G Âf = - Â§ . 

On a donc 

où Q{H) est l'élément de Op^ défini par les équations 

w{Q{H)) = w{H) pour tous les e Âp^, - Âg . 

Donc 

4^(Ho(ex) - T) = <^g(Ho(ex) - T)?« o Q(Ho(ex) ~ T) . 
On observera que 

Ho(Çx)Q-Ho(a-)Q-X 
et que, pour tous les w S Ap.^ — Ag on a, par définition de 

n7(Ho(Çx) - T) = ca(Ho(x)Q + Ho(Cx)Q - T) = tz7(Ho(ex)Q - r[X]) 
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c'est-à-dire que 

Q{Ho{^x)^T)=Ho{^xf -T[X] . 

On a donc aussi 

(2) 4'''(Ho(Ca;) -T)= - T)?^(Ho(^ a;) - T[X]) . 

Le lemme résulte immédiatement de (1) et (2). 

□ 



4.3 Troncature et décroissance 

Fixons Q C R deux sous-groupes paraboliques. Pour P = MpNp avec Q C 
P C R on a. Nr C Np C Nq. Posons Sp = A^^^ - Ap^. Le radical unipotent Np 
de P est le produit de Np et de U = Mp n Np. Soit Pa le groupe associé à q G Ep 
c'est-à-dire tel que 

et soit Ua l'intersection de son radical unipotent avec Mp. Alors, 

Np=Nr \[ [/„ . 

Soit -0 une fonction continue sur Nq{F)\Nq{A). Considérons 



V'p('^i) — np7/'(ni) := / •ip{nni)dn . 

Jnp{F)\Np{A) 

La fonction Ilpip est encore invariante à gauche par Nq{F). Tous les groupes uni- 
potents considérés sont contenus dans Nq et invariants par celui-ci. On peut donc 
introduire 

QCPCH QCPCH 

On dispose de l'action à droite, notée p{X), des opérateurs X de l'algèbre 
enveloppante il(nQ), sur les fonctions lisses sur Nq{F)\Nq{A). 

Lemme 4.3.1. Soit O un sous-groupe ouvert compact du groupe des adèles finis 
de Nq. Pour tout entier r > il existe des opérateurs différentiels Xq^p, définis 
par des éléments de l'algèbre enveloppante de Nq(F (g)M.), de la forme suivante : 



^Q,R = n X! J "■'"^'^ ^"'-î ^ = Lie Ua 
„eAg \j=i ) 

et tels que 

lieviloo < MXQ^p)noo 

pour toute fonction tjj lisse sur Nq{F)\Nq{A)/0 . 

Preuve : On peut supposer ip invariante à gauche par Np(A). On a alors 

6^- = ^(-1)1^^1 n np„v = E(-i)"'"' n nc/„V'= n (i-nt/o)^' 

p aeSp p aeSp a6Ag 
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où l'on a noté Hjj^ l'intégrale sur J7q.(F)\[/q(A). Comme l'intégration sur un sous- 
groupe unipotent (agissant à gauche) commute avec l'action à droite d'un opérateur 
différentiel, on peut traiter séparément chaque facteur (1 — TliJa)- On doit donc 
estimer 

fpin-i) — / ip{u'ni)du . 

JUa{F)\Ua{A) 

On considère une suite de composition de Ua 

{1} C 1^1 C ^2 ■ • • C Vn^ = Ua, 

dont les quotients sont isomorphes au groupe additif. On remarque que 

1 - nv. = 1 - nv._, + (1 - nv,_,\y,)ny^_, 

et donc 

i=i 

En observant que, si V est l'un quelconque de Vj^ on a 

lInyVIloo < ll^lloo 

on est ramené à traiter le cas d'un seul facteur 1 — Tly ou V est de dimension 
1. Le lemme résulte alors de ce que, si -tp est une fonction sur M/Z ayant pour 
développement de Fourier 

nez 

on a pour r > 
et donc 

\\tp - aolloo < Cr 



□ 



Soit ip une fonction sur Xg = QIgG{F)\G{A). On dit que ip est à croissance 
lente si, pour un certain N et pour tout x dans un domaine de Siegel ©, on a 



\ip{x)\ << \x 



N 



On dira que ip est à croissance uniformément lente, si ip est K-finie (à droite) et à 
croissance lente ainsi que toutes ses dérivées (pour l'action à droite des opérateurs de 
l'algèbre enveloppante) pour le même exposant A^. On dit que (p est à décroissance 
rapide si, pour tout A^. 

pour X G ©. 

Proposition 4.3.2. Soit ip une fonction lisse sur Xq à croissance uniformément 
lente. Soit & un domaine de Siegel dans G{A). Pour tout couple d'entiers positifs 
A et B, il existe un ensemble fini Xi, . . . ,Xr d'éléments de il(0) tels que : 

\tJ ^{x)\\xf «Y^ sup \p{X.^p>{v)\\v\-^ 

pour tout X Cz &. En d'autres termes : si p est à croissance uniformément lente sur 
Xg, alors A'^p? est à décroissance rapide. 
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Preuve : Commençons par insérer dans l'expression de A l'identité 13.6.41 
E E Fgi^x,T)a^iUoi^x)-T)=?piîîoix)-T) . 

QCPCR ieQ{F)\P{F) 

pour chaque P. Donc 

A^ip{x) = E Mr(^) 
{Q,R\QCR} 

avec 

AqM^)- E Fg{^x,T)a^{Uo{^x)-T) E (-ir"""^p(C^) ■ 

ieQ(F)\G{F) {P\QCPCR} 

Fixons Q et R et supposons tout d'abord que Q = R. On a alors ctq = sauf dans 
le cas Q = R = G. Dans ce cas on simplement 

AG,G{x) = Fg{x,T)ip{x) . 

Cette fonction est à décroissance rapide car Fp^ est à support compact et l'inégalité 
est vérifiée en prenant pour X un opérateur de degré zéro c'est-à-dire une constante 
non nulle (dépendant de Lp et de T). Supposons désormais Q ^ R.W nous suffit de 
majorer 

E (-f)"--'^-^p(Çx), 

{PIQCPC-R} 

sous la condition 

(!)■ F^^(Çx,r)a^(Ho(Çx)-T) = l 

Rappelons que pour x fixé il y a au plus un ^ modulo Q{F) pour lequel un tel terme 
est non nul (cf. 13.6. fp . Compte tenu de 13.5.61 il suffit de montrer que pour tout A 
et tout B on peut trouver des opérateurs différentiels Xi tels que 

(2) \^xf\ E (-ir-"°¥'p(e2;)| «E^up |p(^.My)l iyr^. 

{P\Q(ZPCR} i 

On s'intéresse aux a; G © ; on a donc 

HG(^x)=HG(a;)=0 

et on remarque que l'on est libre de multiplier ^ a; par un élément de Q{F) à gauche. 
Mais vérifie (1), en particulier Fp^^{^ x,T) = f. Il résulte alors de 13.6.21 que l'on 
peut supposer 

^x = niac avec ni e Nq{A) , a G 2l[f et c G fi 

où ri est un compact et où la projection de _ff = Ho(a) dans est bornée. La 
translation par un compact à droite ne change rien aux estimées. Il suffit donc 
d'étudier le cas où 

^x = nia avec a = et iî G Oq . 



De plus on doit avoir 
On décompose H sous la forme 



a§{H^T) = l. 



H = Hi+H2 



4.3. TRONCATURE ET DÉCROISSANCE 



87 



où Hi e Oq et H2 G o^. D'après [TlO.ef i') on a 

I|iî2|| <c||i/i-T|| < ||Fil| + ||r|| . 

Quitte à changer les constantes, il nous suffit de montrer que 
(3) e^'ll«^ll|5^(-ir>p(nia) 

est dominé par le membre de droite de (2). En appliquant le lemme 14.3.11 aux 
fonctions de la forme 

^p{nl) = ip{nia) 

on obtient 

siip\'^{-iy (fi P (ni a) < sup p{Ad{a~^)XQ^R)ip{nia) 



rii 



Les opérateurs Xq^h sont de la forme 



XQ^R = J2Zk avec ^fc = H 



et les Yajf. se transforment sous Ad(a) par une racine /3 dont la décomposition en 
racines simples fait intervenir a avec un coefficient > 1. Donc, pour tout a = e^^ 
avec Hi e Og on a 

Ad(a)Zfe =e^'=(^i)Zfc 

où Afc est une combinaison linéaire à coefficients entiers > r des racines dans Aq. 
En particulier il existe une constante a > telle que 

puisque CgC^f — T) = 1 (la constante implicite dépendant de T). Il en résulte que, 
pour r assez grand, (3) est dominé par 

-A\\H\\ 



e-^"^il sup \piXQ^R)ip{nia)\ « sup \piXQ,R)ipiy)\ \y\ 

i i,y 



□ 



La proposition 14.3.21 admet la variante suivante. 

Proposition 4.3.3. Soit ip une fonction lisse sur à croissance uniformément 
lente. Pour tout couple d'entiers positifs A et B, il existe un ensemble fini d'éléments 
de 11(0) ; Xi, . . . , Xr tels que 

\K^v[x)-Fg[x,TMx)\\xf «e-^^-o^Y^ 3^p |p(x,V(y)||y|-^ 

i yeG{A) 

pour tout X £ . 

Preuve : Il suffit de reprendre la preuve de 14.3.21 ci-dessus, en observant que pour 
contrôler les termes 

AqM^)= E Fg{^x,T)a^{Uo{^x)-T) ^ (-ir^'^'^plC^:) • 

ieQ{F)\GiF) {PIQCPCB.} 

avec Q ^ R, on considère des H = Ho(^a;) vérifiant 

a^{H -T)^l 

et donc ct{H) > a{T) pour a G Ag. Comme cet ensemble est non vide on a 
||i/||»(||i/|| + |a(r)|)>(||i/||+dp„(T)). 

□ 
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Cette proposition admet elle-même une variante immédiate quand on remplace 
A"^ par A^''3. 

4.4 comme projecteur 

Proposition 4.4.1. Soient ip et ip des fonctions à croissance uniformément lente 
sur 'X.Q/'i^f . Alors 

les produits scalaires étant absolument convergents. 

Preuve : Si (p est à croissance uniformément lente alors d'aDrès r4. 3.21 1a fonction A'^(p 
est à décroissance rapide et donc le produit scalaire < A'^ip,ip > est absolument 
convergent et dépend continûment de (p pour la semi-norme : 

\M = Y^ Sup \p{x,Mx)\ l^r^ . 

Maintenant si ip est à support compact sur on a 



.P{F)\G{F) 



soit encore 



et aussi 



fp(Ho(x) - T) ip{x) ippix) dx 

aGP(F)\G(A) 

/ ?p{Hoix)-T)^p{x)^p{x)dx 

J%gP(F)N{A)\G{A) 

vu l'invariance de Hq sous No{A.) ; l'expression finale est symétrique. L'assertion 
est donc démontrée pour les fonctions à support compact ; le cas général en résulte 
par continuité, les fonctions lisses et à support compact étant denses. 

□ 



Corollaire 4.4.2. Supposons T assez régulier (comme en \4.1.l\ ). L'opérateur A^ 
s'étend en un projecteur autoadjoint sur L^ÇKg). 

Preuve : On vérifie à l'aide des Propositions 14.3.21 et 14.4. 1] et du corollaire l4. 1.31 que 

< A^ip>^0 

pour ip lisse et à support compact sur X^. Il en résulte que 

< (p,ip >=< A^ip, A^ip > + <(!- A^).^, (1 - A^)ip > 

ce qui implique que A"^ se prolonge en un opérateur continu involutif autoadjoint 
dans L^ puisque de telles fonctions sont évidemment denses. 

□ 



Chapitre 5 



Formes automorphes et 
produits scalaires 

5.1 Formes automorphes sur Xp 

On rappelle qu'une forme automorphe sur 

Xg = ^gG{F)\G{A) 

est une fonction lisse, K-finie et 3(g)-finie et qui est à croissance lente. On sait 
qu'une telle fonction est alors automatiquement à croissance uniformément lente. 
Plus généralement, soit P un sous-groupe parabolique de sous- groupe de Levi M 
et de radical unipotent Np et considérons 

Xp = ^pP{F)Np{A)\G{A) . 

On appellera forme automorphe sur Xp une fonction $ sur Xp qui est K-finie à 
droite et telle que pour tout fc G K la fonction sur X^y/ définie par 

m n> <i>(m k) 

soit automorphe. On notera 

^(Xp) 

l'espace de formes automorphes sur Xp. On trouvera dans ( |30j p. 37) une autre 
définition de la notion de forme automorphe sur Xp qui est démontrée être équi- 
valente à celle-ci. Soit a une représentation automorphe de M. On notera 

A{Xp,a) 

l'espace des formes automorphes sur Xp telles que pour tout x G G(A) la fonction 

771 i~> <î>(ma;) pour 77iG.A/(A) 

soit une forme automorphe de l'espace isotypique de a dans L^,-^^(Xm)- On dira, 
par abus de langage, que $ est cuspidale sur Xp si 

est cuspidale. L'espace AcuspÇ^p), des formes cuspidales (resp. AdiscÇ^p), des 
formes de carré intégrables) , est muni d'une structure d'espace préhilbertien par le 
produit scalaire 

<$,*>P= / / / ^{■mk)^{mk)dmdk . 

Jxp Jk J'X.m 

1- 3(0) désigne le centre de l'algèbre enveloppante de g. 
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5.2 Opérateurs d'entrelacement et séries d'Eisen- 
stein 

Soit $ une fonction lisse sur Xp. Pour 

A 6 ap ® C 

on pose 

où Hp(a;) est la projection de Ho(a;) sur ap et pp est la demi-somme des racines 
dans Np. Considérons un sous-groupe parabolique Q associé à P et 

s G W{ap,aQ) . 

On notera s l'opérateur défini par 

s^{x) = ^{w^^ x) 

et on pose 

Ns,P,Q = iVg n W,NpW;\Nq . 

Supposons $ cuspidale sur Xp. Pour A assez régulier dans la chambre associée à P 

n sur 

^qQ{F)Nq{A)\G{A) 



dans Op (g) C, il existe une fonction sur 



telle que 

^(a;,sA)= / s^{nx,X)dn 

l'intégrale étant absolument convergente. On définit l'opérateur d'entrelacement 
Mq|p(s,A) par Mq|p(s, A)$ = * . 

En d'autres termes 

Mq|p(s,A)$(x) e-<"^+''«'"«(^>/" $K-inx)e<^+'"''"^("'="'"^)>dn . 

"'A's,p,q(A) 

On posera 



Mp|q(A) =Mp|q(1,A) . 

Lemme 5.2.1. 

Ms(p)|p(s,A) = e<^+^''''^"~""'^">s . 

Preuve : Lorsque 

Q = w,Pw;^ =siP) 
le groupe iVs,p,Q est trivial et on a simplement 

M,(p)|p(s, A)$ = e<^+P^ ■ ("'r')>s$ . 

On conclut en observant que, compte tenu de l3.3.31 on a pour tout P semi-standard 

< X + PP, Hp{w-^) >=< A + pp , ilo{w~^) > 

et 

îioiw-')^To-s-'To . 

□ 
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Lorsque P et Q sont standard, et P fixé, la donnée du couple (s. A) suffit à 
déterminer l'opérateur Mq|p(s, A) qui sera parfois noté simplement M(s,A). Ce 
sera en particulier le cas dans l5.2^ ii) ci-dessous. 

Soit P C Q une paire de sous-groupes paraboliques standard et soit $ une 
forme automorplie cuspidale sur Xp. On définit, pour A G ap ® C assez régulier, 
une série d'Eisenstein sur Q en posant 

ii;«(a;,<i>,A) = Y *(7 2:,A). 

1&P(F)\Q{F) 

La série d'Eisenstein sera notée simplement E{x, $, A) lorsque Q = G. 

Soit R un sous-groupe parabolique standard de G ; on rappelle que l'on note 
HpiJ, ou parfois Efj, le terme constant de E le long de R (cf. section HJ]) : 

UrE{x, A) = / E{nx, $, A) dn . 

On rappelle que l'on a introduit dans ll.3?71 1e sous-ensemble W(ap,iî) du groupe 
de Weyl. On peut alors énoncer le théorème fondamental de Langlands. 

Théorème 5.2.2. (i) L'opérateur d'entrelacement Mq|p(s, A) possède un prolon- 
gement méromorphe à tout ap(g)C. Si P, Q et R sont trois sous-groupes paraboliques 
(semi-standard) , et s et t sont deux éléments du groupe de Weyl tels que 

seW{ap,aQ) et iGW(aQ,ap) 

alors on a l'équation fonctionnelle : 

(1) MfliQ(<, sA)Mq|p(s, A) = Mp|p(is, A) . 
De plus, 

(2) Mq|p(s,-Â)* =Mq|p(,s,A)-i . 

En particulier, pour A imaginaire pur l'opérateur d'entrelacement Mp|q(s,A) est 
une isométrie. 

(a) La série d'Eisenstein E{x, $, A) converge absolument si Re(A) > pp. Elle admet 
un prolongement méromorphe à tout a*p(E)C et définit ainsi une forme automorphe 
qui est à croissance uniformément lente lorsque le paramètre A reste dans un com- 
pact du domaine d'holomorphie. Elle satisfait les équations fonctionnelles 

(3) E{x,M{s,X)^,sX) = E{x,^,\) pour s G W(ap) . 
Supposons $ cuspidale sur Xp . On a @ 

(4) IIrE{x,^,X)= y E^{x,M{s,X)<S>,sX) . 

seW(ap,iî.) 

Dans le cas particulier où P et R sont associés on a simplement 

(5) np£:(x,$,A)= Y (M(s,A)$)(a;,sA) . 

seW(ap,aH) 

Preuve : Pour le prolongement analytique et les équations fonctionnelles on renvoie 
à dH] (voir aussi [32] IV. 1.10). Pour le calcul du terme constant on pourra consulter 
[m ou ([30] IL1.7). 

□ 



2. Nous utilisons la notation E^, suivant en cela Arthur et 1301 plutôt que Eji utilisé par 
Langlands ( 1201 Lecture 15) pour éviter les confusions avec le terme constant le long de R souvent 
noté ainsi. 

3. On observera que, compte tenu des équations fonctionnelles |5'.2. 21 (3). le choix dans l5.2~2l (4') 
du représentant s, dans la classe modulo définie par un élément de W(ap, R), est indifférent. 
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5.3 La (G, M)-famille spectrale 

Soit M un sous-groupe de Levi et soient P et Q dans V{M). 

Lemme 5.3.1. Supposons que P et Q correspondent à des chambres adjacentes 
dans aj\/. Si appartient au mur séparant les deux chambres on a 

Mq|p(A + A) =Mq|p(A) . 

Preuve : On rappelle que, par définition 

Mq|p(A) =Mq|p(1,A) 

et donc, dans le domaine de convergence, 

MQ|p(A + A)$(a;) = e~<^+f^+PQ ,iiQi^)> f $(na;)e<^+^+''^ >"^("^)> dn . 

"'Wi.p.q(A) 

Il suffit alors d'observer que si A^ appartient au mur séparant les deux chambres 
on a 

< A, tlgix) >=< A, Hp(nx) > 

pour tout n G iVo(A). 

□ 

Corollaire 5.3.2. Pour P dans'P{M) et X donnés, la famille de fonctions à valeurs 
opérateurs 

M{P, A; A, Q) - Mq|p(A)-1Mq|p(A + A) 
indexée par Q G 'P{M) est une (G, M)-famille. 
Preuve : L'équation fonctionnelle [ïïT^?^ montre que 

Mp|p(A + A) = Mp|q(A + A)Mq|p(A + A) . 

Donc, 

(1) MiP, A; A, R) - Mq|p(A)-1Mp|q(A)-1Mp|q(A + A)Mq|p(A + A) . 

Si nous supposons maintenant que Q et R sont associés à des chambres adjacentes 
et si A appartient au mur séparant les deux chambres on sait d'après [5.3.1l que 

Mp|q(A + A) = Mp|q(A) . 

Dans ce cas (1) se récrit 

MiP, A; A, R) = Mq|p(A)-1Mq|p(A + A) = M^P, A; A, Q) . 

□ 

Rappelons que l'on a introduit (en l3.3p la famille orthogonale 

Y,{T)^s-'T + To~s~^To 

et que, si M est le sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique standard P, 
on associe à tout 5* G V{M), le vecteur 

Ys{T) G OM 

qui est la projection de Ys{T) sur aM lorsque s G W est tel que sS est standard. 
Enfin on écrira parfois 

Yg pour Ys{0) ainsi que Ys pour ^5(0) 

et on observera que Ys{Tq) — Tq et est donc indépendant de S. 
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Proposition 5.3.3. La famille de fonctions méromorphes de X et A définie pour 

S e P{M) 

par 

(1) M{P, T, A; A, S) = e<^'^-(^)> Ms\p{\)-'Ms\p{\ + A) 

est une {G, RI) -famille. Considérons Q G J-{M). Les fonctions méromorphes 

(2) X^,(P,A;A)= Y. e?(A)X(^,A;A,5) 

et 

(3) Xg,(P,T,A;A)= ^ eg(A)>f(P,T,A;A,5) . 

sont lisses pour les valeurs imaginaires pures des paramètres X et A. De plus : 

(4) m1{p,To,X;0) = m'^,{p,X;0) . 

Preuve : Le fait que la formule (1) définisse une (G, Af )-famille résulte des obser- 
vations suivantes. Tout d'abord la famille de fonctions 

c(T;A,5)-e<^^^«(^)> 

définit une (G, A/)-famille d'après Pl. 10.31 car Ys{T) est une famille M-orthogonale. 
Maintenant la famille de fonctions 

MiP, A; A, 5) = Ms|p(A)-iMs|p(A + A) 

définit aussi une (G, M)-famille d'après [5.3.21 Donc 

M{P, T, A; A, S) = c{T; A, S)M{P, A; A, S) 

est le produit de deux (G, Af )-familles : c'est une (G, Af )-famille. La lissité de (2) 
et (3) pour les valeurs imaginaires pures des paramètres résulte alors de 11.10.41 
L'assertion (4) provient de ce que, pour tout s, on a ^^(ro) = Tq et donc 

M%iP,To,X;A)^e<''^^<>>MliP,X;A) . 

□ 

Lemme 5.3.4. Soient P, Q et R trois sous-groupes paraboliques. Soient s ett deux 
éléments du groupe de Weyl avec s{ap) ~ ap et t(ag) = ap c'est-à-dire 

s e W(ap, an) , t e W(aQ, ap) 

Posons 

u = t^^s , S^t^^R et A = uX — fi . 

Alors, 

(1) Mp|Q(i,Ai)-^Mp|p(s,A) = e<^'^'>Ms|Q(/i)-iMs|Q(A* + A)MQ|pKA) . 
De plus, 

(2) Mq|p(u, A) = e<^+P-^^->MQ^^p{^i + A)u . 

En particulier, si P, Q et R sont standard et si s ^ t on a P = Q et 

(3) M{s,fi)-'M{s,X) = e<^^^=>Ms|Q(M)-^M5|Q(A) . 
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Preuve : L'équation fonctionnelle pour les opérateurs d'entrelacement 15. 2 .21 montre 
que 

Mais d'après [5. 2.1l on sait que 

De même, en posant u ~ t^^s, on a 

Mfl|p(s, A) = Mji\sit, uX)Msipiu, A) 

soit encore 

M^|p(s, A) = e<^^+P^ ' ''^>tMsip{u, A) . 

On a donc 

Par ailleurs en posant 

A — uX — fj, 

l'équation fonctionnelle fournit 

Ms|p(u, A) = Ms|q(// + A)Mq)p(u, A) 

et on voit alors que 

Mp|Q(t,A*)"'Mp^|p(s,A) 

est égal à 

e<^'^^^>Ms\Q{^i)-'Ms\Q{^i + A)Mq|p(«, A) . 
Ceci établit la première assertion. Maintenant 

Mq|p(u, A) = Mq|„p(^ + A)M„p|p(u, A) . 

Mais, d'après [OU 

M„p|p(«, A) = M„p|p(«, A) = e<^+P-'^">u 

on a donc 

Mq|p(î., A) = e<^+''-^^">MQ|„pO. + A)u . 

□ 

Soient P et Q deux sous groupes paraboliques standard. On introduit la fonc- 
tion méromorphe en A et /i, à valeurs opérateurs 

'^5|p(A,/^) = E E E e<^^-*^'^>eg(.A-t/.)M(i,/.)-iM(.,A) 

iî seW(ap,aR) t6W(aQ,aR) 

où R parcourt l'ensemble des sous-groupes paraboliques standard associés à P. On 
observera que cette expression n'est non nulle que si P et Q sont associés. 

Lemme 5.3.5. Notons M le sous-groupe de Levi de P. On a : 

'^Q|p(^'*")= E XM(Q,T,Ai;A)MQ|p(u,A) . 

uE'W{ap .qq] 

Cette fonction est lisse pour les valeurs imaginaires pures des paramètres X et /x. 
Preuve : Compte tenu de 15.3.41 on voit que u)'J^^p{X, fi) est égal à 

J2 E e<^'^-(^)>eg(A)Ms|Q(A.)-iMs|Q(/i + A)MQ|pKA) . 
On invoque alors 15.3.31 

□ 
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5.4 Séries d'Eisenstein et troncature 

Le calcul du produit scalaire de deux séries d'Eisenstein tronquées 

/ A^E{x, X)ATE{x,-^,~-p)dx 
Jxc 

est un résultat classique, dû à Langlands |28| . que nous rappelons en l5.4.2l Compte 
tenu de l'autoadjonction (|4.4.ip et de l'involutivité (|4.1.3p de A-'" on a 

f A^E{x, X)A'^E{x,-^,--p)dx = f K^E{x, $, \)E{x,'^ , ~Ji)dx . 

J'X.Q J^G 

En utilisant la deuxième expression nous allons donner, dans le cas cuspidal, une 
preuve de 15.4.21 beaucoup plus simple que celle donnée par Arthur dans ([3] 
p. 113-119). Pour le passage du cas cuspidal au cas général on renvoie à la littérature. 

Proposition 5.4.1. Soit $ cuspidale sur 

XQ=mQQ{F)NQiA)\G{A) . 

Pour A dans le domaine de convergence de la série d'Eisenstein, la série d'Eisen- 
stein tronquée 

A^E{x,<P,\) 

est donnée par l'expression 
E E E (-1)"^^Va/..(s-1(Ho(Cx)-T)) (M(s,A)$)(^x,sA) 

s seWioQ.as) ieS{F)\G{F) 

OÙ S parcourt l'ensemble des sous- groupes paraboliques .standard associés à Q. 
Preuve : Par définition de A"^ on a 
A^E{x,'^>,X)^ ^ (_l)np-nc ^ 9^{Ho{^x)-T)npEi^x,^,X) 

{P\PoCP} ^£P{F)\G(F) 

qui par 15.2.21 f3) est égal à 

E (-1)""-"" E r«(Ho(e.T)-T) Y. EP{^^,M{s,X)^,sX) 

{P\PoCP} ^eP{F)\G{F) seW{aQ,P) 

soit encore 

^ („l)np-ao ^ ^ rF(Ho(^x)-r)£;^(Cx,M(s,A)$,sA) . 

{P|PoCP} seW(aQ,P) ieP{F}\G{F) 

Si on note S le sous-groupe parabolique standard avec 

as = siaç) 

et puisque nous sommes dans le domaine de convergence, l'expression 
J2 rf(Ho(ex)-T)i?^(ex,M(s,A)$,sA) 

^eP{F)\GiF) 
4. C'est la preuve donnée dans f 1201 Lecture 13). 
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est égale à 

Y, T^(Ho(ex)-r) (M(s,A)$)(ex,sA) . 

ees{F)\G{F) 

Par ailleurs, d'après fl. 7. 41 

{P I s-^{P)£j^,{M)} 

Donc, compte tenu de ll.4.41 on obtient que A'^E{x, <&, A) est égal à 
E E E (-ir^^VM,s(s-^(Ho(e.T)-T)) (M(s,A)$)(ex,sA) 

s seW(0Q,as) ieSiF)\G{F) 

où s parcourt l'ensemble des sous-groupes paraboliques standard associés à Q. 

a 



Théorème 5.4.2. On suppose donnés T G Qq ainsi que 

A e ag (g) C et ^ G (g) C 

qui coïncident sur aa- 

(i) Lorsque <è et sont cuspidales sur Q et R alors on a l'égalité de fonctions 
méromorphes : 

(1) f A^E{x, $, A)£:(.T, -Jl)dx ujJ^içiX, m)*, ^' > ■ 

£^71 particulier, ce produit scalaire est nul si Q et R ne sont pas associés. ^ 

(a) Dans le cas général (où ^ et "if ne sont plus nécessairement cuspidales) pour A 

et fl dans des compacts fixés de iag et ia*j^, il existe A > tel que 



(2) 



/ A^E{x, $, X)E{x, --fl)dx- < uJnigiX, A^)*. * > 



Preuve : Considérons A dans le domaine de convergence de la série d'Eisenstein 
E{x, A) et soit /i une valeur non singulière pour E{x, î*, —Jl)- D'après [SUIT] l'in- 
tégrale est égale à 



E E / {-ir^'UMAs-'Z{x,T))A{x,s) 
Xs.G = ^GSiF)NsiA)\G{A) 



s se'W{aQ,as) -^^•'^ 

avec 



et 



A{x,s) (M(s, A)$)(.T,sA) TlsE{x,'^,-Jl)dx . 
Il suffit alors d'invoquer 15.2.21 (5) pour obtenir 

A{x,s)= e<^^-*^+2^^'^^(")>(M(s, A)$)(a;)(M(t, 

teW(aR,as) 

Maintenant on remarque que la fonction 



X ^ (M(s, A)$)(x)(M(t, -7l)*)(a;) 

5. On observera que T n'intervient que via sa projection sur . 
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est invariante par ^sS{F)Ns{A) et on pose 

< M(s, A)$,M(t,-7l)* >= [ (M(s, A)$)(a;)(M(t, -7l)î')(a;) dx 

avec 

Xs^^sS{F)Ns{A)\G{A) . 
En tenant compte de ce que 

on obtient 

< M(s, A)$, M(<, -71)* >=< M(É, m)~^M(.s, A)$, > . 

Par ailleurs 

X H-J- Hs(x) 

est invariante sous le noyau de S' (A) as et on a une fibration 
où 

Xs,G =aG5(F)7V5(A)\G(A) . 

On en déduit que, au moins formellement, le produit scalaire est égal à la somme 
sur s, t, et S de 

(3) < M(i,^)-iM(s,A)$,* > / e<''^-*''^">i-iy'-'UMsis-\H -T))dH . 

La convergence est assurée d'après 11.9.21 si, pour /_i fixé, A est assez régulier et 
l'expression (3) ci-dessus est alors égale à 

< M(t,/i)-iM(s,A)$,«' > e<'*^-*'''^s>ef(sA-t/.i) 

où est la projection de T sur a^. De plus, comme les formes linéaires sA et i/i 
sont triviales sur a"^ © ac on a 

< sA - t/i , Tf >=< sA -t^i,T > . 

On a ainsi établi (1) pour A assez régulier. Maintenant les deux membres de l'équa- 
tion (1) sont des fonctions méromorphes en X et fi : c'est clair pour 

compte tenu de 15.2.21 : par ailleurs pour A et /i dans des compacts de l'ouvert où les 
séries d'Eisenstein sont holomorphes ces séries définissent des fonctions à croissance 
uniformément lente et donc l'intégrale définissant le produit scalaire est uniformé- 
ment convergente et définit une fonction holomorphe sur cet ouvert. L'égalité (1) est 
donc encore vraie pour tout A et /i en tant qu'égalité entre fonctions méromorphes. 
Le passage du cas cuspidal au cas général est dû à Arthur ([7] Corollaire 9.2). Nous 
renvoyons a l'article [7] pour une preuve. 

□ 
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Soit a = e^^ avec Hq E Oq. On notera XJi, le sous-ensemble du quotient 

G(F)\G(A) 

formé des x tels que 

Uaix) = HG(a) = Ha • 
On observera que l'application naturelle XJ^j — > est une bijection. 

Théorème 5.4.3. Soient, comme ci-dessus A G ttg (g) C /i G a|j ® C ; mais on 
ne suppose plus nécessairement qu'ils coïncident sur Og- 

(i) Lorsque ^ et "if sont cuspidales sur Q et R alors, si a ^ e^'^ on a l'égalité de 
fonctions méromorphes : 

[ K^E{x, $, \)E{x, -Ti)dx =< u:"^^^'' (A, * > 
où T^ est la projection de T sur aff . 

(ii) Dans le cas général, pour X et ^ dans des compacts fixés de iUq et ia*j^, il existe 
A > tel que 



E{x,'S>,X)E{x,'^,-JI)dx- < a;^fî+'^''(A,Ai)$,* > 



Preuve : La preuve est une variante de la preuve de 15.4.21 La seule différence est 
dans le résultat de l'intégration sur Og. On a utilisé que cette intégration permet 
un changement de variable 

Hi^H^ + T^ 

où Tg^ est la projection de T sur a^. On peut encore ici remplacer Tj^ par T^ car 
les formes linéaires s A et tfi sont triviales sur a"^ mais, comme on ne suppose plus 
que A et coïncident sur og on ne peut pas remplacer T'' par T. Enfin, la présence 
de Hc provient de ce qu'on intègre sur l'espace des x avec Hg(x) = HG(a) = Hq. 

□ 



Chapitre 6 

Le noyau intégral 



6.1 Les opérateurs en question 

L'espace tordu G(A) agit sur l'espace homogène 

Xg = ^gG{F)\G{A) 

via l'action naturelle de G{F) x G(A) sur Xq suivant les conventions de la sec- 
tion [5131 Rappelons en la définition. Considérons un point x G Xq et y G G(A). 
Choisissons un représentant x G G(A) de x et un élément S G G{F). Alors, 

S"^ X y 

définit un élément de G(A). Il est immédiat de voir que la classe dans Xg de cet 
élément est indépendante des choix de a; et de (5 ; nous la noterons 

X *y . 

La représentation régulière gauche p de G(A) dans ^^(Xg) admet un prolongement 
naturel en une représentation p de G(A) définie par 

p(y)<^(i) = (p{x*y) 

pour (fi G L^(Xg) et y g G(A). Nous utiliserons, comme dans [53], un objet un 
peu plus général : on considère de plus un caractère unitaire uj de G(A) trivial sur 
21gG(F) et l'opérateur p{y, ut) défini par 

= {^'P){i*y) =uj{S^^xy)(p{ô^^xy) . 

Si on pose y = gSo avec g G G(A) et où Ôq est l'élément choisi en 12.51 dans G{F) 
préservant Pq; on a 

p{y, w) = p{gôo,u}) = A{u}) o B(é'o) o p{g) 

où ^0 = Ad((5o) et où les opérateurs A{u!), B{9o) et p{g) sont définis par 

A{uj)ip{x) ^ u}{x) ip{x) , B{eo)(p{x) = (piOf)^{x)) et {p{g)ip){x) = ip{x * g) . 

On a ainsi défini une représentation unitaire de (G(A),a;) au sens de 12.31 En effet, 
pour X, z <E G(A) et y G G(A) on a 

p{xyz,uj) = p{x)p{y,uj){p(g)uj){z) . 
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Par intégration contre une fonction / G C^(G(A)) on définit l'opérateur 

= / fiy)p{y,^) dy . 

En d'autres termes on a 

= / î{y){^v){i*y)dy . 

JG(A) 

Si on pose y = g6o et h{g) = f{gSo) on aura 

p(/,c^) = A(c^)B(0o)p(/i) . 

On aurait pu utiliser, comme on le fera parfois dans un cade plus général (voir 
ci-dessous), la notation 

p{ô,y,uj) au lieu de et p{5,f,uj) au lieu de p(/, oj) . 

Mais comme ici l'opérateur p{5, /, ut) est indépendant de 5 G G{F) cette notation 
est inutilement lourde. 

Plus généralement, soit P un sous-groupe parabolique et soit 6 G G{F). Notons 
Q le sous-groupe parabolique obtenu par conjugaison par S : Q ^ ÔPS^^ = 0(P) où 
= Ad((5). Considérons un point x G Xg et y G G{A). Choisissons un représentant 
X G G(A) de X. Alors, 

X y 

définit un élément de G{A) dont la classe dans Xp est indépendante du choix 
de X. On considère de plus un caractère unitaire uj de G(A) trivial sur ^àGG{F). 
Un élément y G G(A) définit alors un opérateur noté p{ô, y, u) entre l'espace des 
fonctions sur Xp et l'espace des fonctions sur Xg : 

p((5,y,a;) : $ 

avec 

^(a;) = ^{S~^ xy)uj{S~^xy) 

(cf. section [2. 3p . Plus généralement, considérons une représentation automorphe cr 
de M et soit $ G ^(Xp,cr). Pour /i G Op ® C on définit un opérateur 

Pp,aA^,y,^) 

entre l'espace des fonctions de carré intégrable engendré par AÇK.p,a) et celui 
engendré par AÇK.Q, t) où t = a o 6^^ en posant 

avec 

On rappelle que Hp(.t) est l'image dans ap de p G ^'(A) : Hp(x-) = Hp(p) si x = p A; 
est une décomposition d'Iwasawa de x. Enfin, pp (resp. pç) est la demi-somme des 
racines dans A^p (resp. Nq). Par intégration contre ime fonction / G C^(G(A)) on 
définit l'opérateur 

Pp,^,p('5' ^) / fiy)pp,a,^i^^ y^ ^) dy ■ 

Jg{a) 

On posera 

Pp,aAf'^^ ■= Pp,<tA^oJ,Uj) . 
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Lemme 6.1.1. Supposons que ô = WuSq avec u G W. Si P est standard, on a 
Pp,.ASJ,u;) = e<'oi,+PMi..-^)>^~^^^jj^^^ 

Preuve : On observe que, si on pose Q = 9{P) et Qo — do{P), 

(pp.aA^' /,w)$)(a;) 

est égal à 

g<0oi^^+Pp)MQa('^û'^)>-<S{^^+Pp)■i^Qi^)>(^Upp^^^^if,iJ)^){x) . 

Maintenant 

< do{tJ. + pp),Hq,{w-^x) > - < e{^l + pp),Hq{x) >=< do{fj. + pp),'iiQ,{wz^) > 

et on conclut en observant que Qo est standard. 

□ 

6.2 Le noyau de la formule des traces 

L'opérateur w) est représenté par un noyau intégral sur : 
p{f,uj)ip{x) = K^{f,uj]x,y)ip{y)dy 

avec 

K^{f,Lo;x,y)^ ^ Lu{y)f{x-'S y) 

5eG(F) 

où 

f\x) = / fizx)dz . 
Comme / est à support compact la fonction 

y ^ K^{J,uj;x,y) 

est à support compact sur pour a; fixé. Le noyau Kg{f,uj;x,y) sera noté 
KQ{f]x,y) si a; = 1 voire même simplement K^{x,y) si aucune confusion n'est 
à craindre, la fonction / et le caractère ut étant fixés. 

Lemme 6.2.1. Il existe des constantes c{f) et N telles que pour tout x et tout y 

\K^{x,y)\<c{f) \x\^ |yr • 
Preuve : On observe que, pour une certaine constante c on a 

\i\<c\x\\y\\x-'^y\ 
et donc, pour une certaine constante c' dépendant du support de /, 

|Ç| <c'\x\\y\ 

si x~^£,y appartient au support de / (qui est compact). L'assertion résulte alors de 

mm 

□ 
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6.3 Factorisation de Dixmier-Malliavin 

Théorème 6.3.1. Toute fonction f G C^{G{A)) est une somme finie de produits 
de convolution : 

i 

avec gi G Cj?°(G(A)) et hi £ C^(G(A)) qui peuvent de plus être choisies K.- finies à 
gauche si f est K.-finie à droite et à gauche. 

Preuve : Ceci résulte du théorème de factorisation de Dixmier-Malliavin |21| . 

□ 

On dira qu'un noyau K{x, y) est ^-admissible si pour x fixé dans et pour 
tout A: G K la fonction 

y K{xk,y) 

est lisse à support compact sur Xg et si de plus l'espace vectoriel engendré par ces 
fonctions est de dimension finie lorsque k parcourt K. 

Lemme 6.3.2. Si f est K.-finie à droite et à gauche le noyau K^{f,uj;x,y) est 
somme finie de produits KiH* où les Ki et les Hi sont des noyaux A-admissibles. 

Preuve : Il résulte de 16.3.11 que le noyau Kç,{f ,uj;x,y) peut s'écrire 
KQ{î,uj]x,y) / K^{g,;x,z)KQ{h^,u};y,z)dz 

où les gi et les hi sont K-finies à gauche. 

□ 



6.4 Propriétés du noyau tronqué 

On utilisera l'opérateur de troncature sur un noyau K{x,y) en le faisant agir 
sur la première ou la seconde variable. On pose : 

AfK{x,y) — A^(j){x) pour (j){x) = K{x,y) 

et 

^2K{x, y) = A^tpiy) pour tpiy) = K{x, y) . 
On rappelle que pour / G C^(G(A)) on a posé (cf. 16. ip 

KGi^,y)= Ç f\x~'ôy). 

<5eG(F) 

Lemme 6.4.1. Le noyau 

H{x,y) = AlK^{x,y) 

est A-admissible si f d C^{G{A)) est K-finie à gauche. 

1. Les fonctions peuvent probablement être choisies K-finies à droite et à gauche. Mais cela 
nécessiterait un raflînement du théorème de Dixmier-Malliavin que nous n'avons pas tenté d'éta- 
blir. On obtient aussi une factorisation en fonctions K-finies à droite et à gauche si on utilise, 
comme Arthur, la technique de Dufio-Labesse ; toutefois cela impose de se contenter d'un ordre 
fini de différentiabilité, ce qui est suffisant pour les applications en vue, mais alourdit légèrement 
les énoncés. Nous ne l'emploierons pas. 
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Preuve : L'opérateur de troncature appliqué à la première variable du noyau 

fait intervenir une somme finie de termes indexés par des sous-groupes parabo- 
liques comportant chacun une intégration sur un compact (pour le calcul du terme 
constant le long de P) et une somme en ^ qui est finie pour x fixé : 

(_l)ap-«Q V ?^{îîo{^x)~T) f K^{n^x,y)dn 
La fonction 

y ^ AjKg{x,y) 

est donc à support compact. On obtient une fonction K-finie en x si / est K-finie 
à gauche car l'opérateur de troncature commute à l'action de K. 

□ 

Lemme 6.4.2. Il existe N et pour tout M des constantes ci\j{f) et c']^j{f) avec 
pour X dans un domaine de Siegel et pour tout y : 

\KlKQ{x,y)\<CM{f) \x\~'' • 

Enfin, pour x et y dans un domaine de Siegel 

\AlKlK^{x,y)\<c',,{f) \x\-^' \y\-^' . 

Preuve : Les assertions résultent de 16.2.11 et de 14.3.21 

□ 



CHAPITRE 6. LE NOYAU INTÉGRAL 



Chapitre 7 



Décomposition spectrale 



7.1 Sorites 



Soient {X,dx), (Y,dy) et (A, dA) trois espaces localement compacts dénom- 
brables à l'infini, munis de mesures de Radon. On note < 0, ■0 >• le produit scalaire 
de deux fonctions dans On suppose donnée une fonction continue sur Y x A : 



On dit alors que {Y, dy) est muni d'une décomposition spectrale supportée par 
(A, dX). Considérons un noyau intégral K{x, y) (c'est-à-dire une fonction sur X xY) 
représentant un opérateur entre L'^{Y) et L'^{X). On dira que K est admissible si, 
pour tout X Cz X l'A fonction 

y K{x,y) 

est continue à support compact. On considère un noyau H de la forme K1K2 '• 



E''{y,X)eC{YxA) 



telle que, si on pose 




pour (/) continue et à support compact sur Y on ait 



(*) 





avec Kl sur X xY et K2 sur Y xY admissibles. On pose 




et 



H{x,y;X) = Ki{x,X)K2{y,\) . 



Proposition 7.1.1. Si H = KiK^ on a 



(1) 




En particulier, si X = Y et H = KK* avec K admissible, on a 



(2) 
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Plus généralement, si H = K1K2 on a 

(3) \H{x,y)\ < K^Kl{x,xY'^K2K*[y,yY'^ . 

Preuve : On pose 

(j){z) = Ki{x,z) et ip{z) = K2{y, z) 

et comme les Ki sont admissibles les fonctions cj) et ip sont continues et à support 
compact. La décomposition spectrale (*) fournit (1) et (2). Pour obtenir (3) on 
observe que 

\Hix,y)\< I \H{x,y;\)\d\= f \Ki{x, X)K2{y, X) \dX 

JA JA 

puis on invoque l'inégalité de Schwarz. 

/ \Kiix,X)K2{y,X)\dX < K\K*{x,xY/^K2K;{y,yy/^ . 

JA 

□ 



7.2 Le cas automorphe 

On appelle donnée cuspidale pour G un couple {AI, a) où M est un sous-groupe 
de Levi standard dans G et cr une représentation cuspidale pour M triviale sur Um- 
On dit que deux données cuspidales x = {M, a) et x' = {M',(7') sont équivalentes 
si il existe g G G {F) tel que 

gMg^^ = M' et cr' o Ad{g) ~ a . 

Il est bien connu que l'on peut décomposer L^(Xg) suivant les classes d'équivalence 
de données cuspidales : on construit des sous-espaces L^(Xg) de L^(Xg), attachés 
à chaque donnée cuspidale x = {M, a) au moyen des pseudo-séries d'Eisenstein 
(aussi appelées "séries thêta"). Les données cuspidales inéquivalentes donnent nais- 
sance à des sous-espaces orthogonaux. On renvoie le lecteur à [28] et [301 pour des 
définitions et des preuves détaillées. En particulier la "décomposition suivant les 
données cuspidales" est le titre (et l'unique objet) du chapitre II de |30j . 

On notera Il{x) le projecteur sur le sous-espace L^(Xg). L'espace total est 
engendré par ces sous-espaces : 

l2(Xg)='0 L^(Xg) 

où X désigne l'ensemble des classes de données cuspidales. C'est la décomposition 
suivant les données cuspidales. On prendra garde que le projecteur Tl(x) commute 
à la représentation de G(A) mais pas, en général, à la représentation tordue. La 
décomposition suivant les données cuspidales fournit une décomposition du noyau 

Kg-- 

K^ix^y) = ^ KQ^^{x,y) 
où ^ est le noyau de l'opérateur 



Pif ,oj) oHix) : LliXa) ^ L\Xg) 
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La décomposition suivant les données cuspidales est aussi appelée décomposition 
spectrale grossière. Nous allons maintenant donner la décomposition spectrale fine. 

On note /I*^ l'ensemble des sous-groupes de Levi de G contenant le sous-groupe 
de Levi minimal fixé Mq. Soit M G jC'~^ un sous-groupe de Levi de G ; on notera 
W'^(A/) le quotient de l'ensemble des s e tels que s(M) = M par W*^, 

le groupe de Weyl de M. On observera que W'^(M) est un groupe. On note (cf. 
section ll.4p 

w'^iM) ^ |W^(A/)| 

son ordre. 

Soit P un sous-groupe parabolique admettant M comme sous-groupe de Levi. 
Pour toute représentation a automorphe de M choisissons une base orthonor- 
male (a) dans l'espace préhilbertien ^(Xp,(t). Comme une représentation au- 
tomorphe est admissible tout vecteur $ G A{X.p,a) est combinaison linéaire fi- 
nie d'éléments de B^{a) autrement dit B^{(j) est une base de l'espace vectoriel 
^(Xp, a). Soit (j) une fonction continue à support compact sur Xg. Pour ^ G B^ {a) 
et 

/i G {ia$)* 

on définit 

0(*,/i)= / 4>{x) E{x,'^,fj.) dx . 
Jy^G 

Soient (j) et ijj deux fonctions continues et à support compact sur Xg. On note 



< (pjip >c'-= / 4'{x)ip{x) dx 

leur produit scalaire. 

Théorème 7.2.1. Le produit scalaire admet la décomposition spectrale suivante : 



où dfj, est la mesure de Haar sur le groupe duale, au sens de la transforma- 

tion de Fourier, de celle utilisée sur a'^j Q*- La somme sur a porte sur l'ensemble 
^disciM)^ des classes de représentations automorphes de M intervenant discrète- 
ment dans L^(Xm)- 

Preuve : On renvoie le lecteur à |28) ou |30j pour une preuve. 

□ 

Soit K(x,y) un noyau intégral sur Xg. On rappelle que le noyau K est dit 
^-admissible si pour x fixé dans Xg et pour tout A: G K la fonction 

y (-^ K{xk,y) 

est lisse à support compact sur Xg et si de plus l'espace vectoriel engendré par ces 
fonctions est de dimension finie lorsque k parcourt K. 

Proposition 7.2.2. On considère une sous-groupe parabolique P. Soit H(x, y) un 
noyau intégral de la forme K1K2 où les Ki sont des noyaux A-admissibles sur 
Xp. Supposons de plus qu'il existe un automorphisme 9 de G tel que : si S est un 



1. Un facteur (l/2i7r)''M intervient lorsqu'on qu'on munit a* de la mesure duale de celle sur 
au sens des espaces vectoriels au lieu de la mesure duale sur ia* au sens de la transformation de 
Fourier. 
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sous-groupe parabolique de P et a une représentation automorphe discrète de M , le 
sous-groupe de Levi de S, on ait, pour ^ G i{afj)*, des opérateurs bornés de rang 
fini : 

Ai,a,t. e Hom(^(Xs,CT),^(Xe(s),é'(CT)) 

et 



vérifiant 



^2,<T,M e ïlom{A{Xs,<j),A{Xs,<j)) 

f Ki{x, y) E^iy, ^l) dy = E'^{x, Ai,,.,,*, e^i) 
Jxp 

oùQ ^ 9{P) et 

I K2{x, y) E^iy, fi) dy = E^ix, Aa.,,,^*, fi) . 
Alors le noyau H^{x,y) admet la décomposition spectrale suivante : 
(1) H^ix,y)= Y. ,„p]m] ^ / r- Ha{x,y■,^l)d^l 



H^{x,y,fi)= Y. EQ{x,B^^^^,9ii)EPiy,'^,,j,) 

OÙ 

et la somme en porte sur un ensemble fini. Enfin si on pose 
on a la majoration 

X X 

Preuve : Il résulte des généralités sur la décomposition spectrale des noyaux pro- 
duits 17.1.11 (1) et de la forme explicite de la décomposition spectrale automorphe 
17. 2. li gue H{x,y) est donné par 

E E L E HAx,y■,^,^.)d^, 

où 



H„{x,y;'^,fi) = E'^{x,Ai^^^f,'i>,9n)EP{y,A2,a,f,^,n) . 

On observe que comme par hypothèse les opérateurs Ai,a-^^ sont supposés de rang 
fini, l'opérateur produit 

est tel que l'ensemble des G BP{a) pour lesquels B^,^'^ ^ est fini. On peut 
donc définir un noyau Hcr{x, y; fi) comme fonction lisse de trois variables en posant : 

H4x,yui)= Y EQix,B„,f,^,efi)EP{y,-9,ii) 
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puisque, pour chaque a, les sommes en sont finies. Soit F une partie finie de 
B^(a). Si F est assez grand le sous-espace vectoriel engendré par F contient les 
images des Ai^a,fi et de B^,^^. Un calcul élémentaire d'algèbre linéaire montre alors 
que pour un tel on a 

^ ^ ^ E^ix, ^i,.,^*, eti)EP{y, ^2,.,^*, m) ■ 

Donc pour tout F assez grand on a 

et par passage à la limite on en déduit que 

H^{x,y;n)^ X] H„{x,y;-^,^) . 

Ceci établit (1). L'assertion (2) résulte de lT.l.lf SV 

□ 



7.3 Estimée d'un noyau 

On reprend les notations de la section 16.11 et de 17.2.21 mais on écrit Q' pour 
P. On pose Q = 0{Q'). Soient S un sous-groupe parabolique standard de Q', AI 
son Levi standard et a une représentation automorphe pour M. Si ^ appartient à 
l'espace des fonctions de type a sur X5 c'est-à-dire si 

on définit une fonction $ sur ^e(S} ■ posant 

On a 

p{f,Lo)EQ' {x,^,^l) = EQ{x,ps,aAf^'')'^^(^o^^) ■ 

On considère le noyau 

KQ,six,y) ^ uj{x) V f^{x~^ r]~^ ôy)dnQ . 

Jnq(f)\Nq{a) neQ{F) 

La fonction KQ_s{x,y) est le noyau intégral représentant l'opérateur défini par 
ip ^ (j) = p{S, f,uj)->p où (l){x) = I {uj'ip){S^^xy)f{y)dy 



entre L^(Xq'.g') et L^(Xq^g). La décomposition de KQ^s(x,y) suivant les données 
cuspidales s'écrit 

Kq,s{x, y)=Y^ Kq^s,x{x, y) 

X 

où Kq s y) est le noyau de l'opérateur entre L^(Xq/ g) et L^ÇKq g) défini par 

p(<5,/,^)on(x) . 
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Proposition 7.3.1. (i) Le noyau KQs^^{x,y) admet le développement spectral 
suivant : 



E 



1 



MeCQ' 



E 



KQ,Q',aix,y;fJ-) du 



KQ,Q.^,{x,y;^i)^ E E'^{x,Ps^,,^{f,u)^.e^i)EQ'{y,■^,^i) 

*e6«'(cr) 

(ii) Il existe N tel que pour tout M il existe c tel que 

1 



E E (TVf ) 



/ A^'^KQ^Q,^^{x,y]n) 



est majoré par 



Preuve : L'assertion [i) est une conséquence immédiate de l7.2.2l On en déduit que 

Al'^KQ^s.Ax.y) 

est égal à 

1 



E 



wQ'{M) ^ J.,^G. 



D'après 16.3.11 le noyau A^'^ Kq^qi est égal à une somme finie de produits de 
noyaux : 

^l'^^Q^Q'A^-.V^lA = E / ^ï''^ I'^Q,Q',<^(9i'^x^ lJ-)KQ'.Q'.oihr,uj;y, z, fi) dz . 



Suivant I7.1.ir 3). l'inégalité de Schwartz montre que l'expression 

1 



E E 



V / A^'^KQ^Q,^^{x,y]n) 



est majorée par une somme finie de termes du type 

A['« A^'Q A Q {g*g*;x,x)\'^^\KQ,{h*h*;y,y)\'/^ 

enfin on invoque 16.2.11 et 16.4.21 pour établir qu'il existe N tel que pour tout M il 
existe c tel que ceci soit majorée par 



pour tout X et tout y dans un domaine de Siegel de il/g. On en déduit (m). 



□ 



Corollaire 7.3.2. 

J2\Al'QKQ^sAx,y)\<c\\x\\-'^ ||y|r 

X 

pour tout X et tout y dans un domaine de Siegel de Mq. 

Preuve : L'assertion est une conséquence immédiate de l7.3.1f ii). On aurait pu aussi 
invoquer directement 17. 2. 21 2) puis, comme ci-dessus faire appel à l6.2.1l et 16.4.21 

□ 



Troisième partie 

La formule des traces grossière 
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Chapitre 8 



Formule des traces : état zéro 



8.1 La problématique 

Soit / e C^{G{A)). On a posé 



fiô)= Î{z5)dz pour 5eG{h.). 



On introduit également : 



f{S)^j{G) Î{z5)dz avec j(G) = | det (^o - llaG/ag)! • 

On a l'identité suivante : pour tout 6 G G'(A) 

f\5)^ [ J{a-Ha)da. 

On rappelle (cf. section lïïTTj) que l'on a défini pour y € G{A) l'opérateur p{y,u!) 

par 

pour if dans L^(Xg) avec (5 quelconque dans G{F) et que pour / S Cjî"(G'(A)) 
l'opérateur 

p{L^) = / f{y)p{y,^) dy 

est représenté par le noyau 

Kg(x,î/)= ^ pour x,yeG{h.). 

SeG(F) 

Le noyau est une fonction lisse sur Xq x Xg. 

Considérons (5 G G{F) quasi-semi-simple. Suivant les conventions de 12.61 on 
note G^ le centralisateur de (5 G G {F), G s sa composante neutre et on appelle 
centralisateur stable le groupe Is = Gs-Z^. On introduit 

Osif,uj) = [ uj{x)f{x-^ôx) dx 

Jls{A)\GiA) 

si Is(A) est dans le noyau de w et Os{f,io) = sinon. C'est l'intégrale orbitale 
tordue par oj. Nous aurons aussi besoin du nombre a'~^{S) est défini par 

a^iô) = l{ô)-^ vo\i^^IsiF)\Is{A)) 

où l{S) est l'ordre du quotient G^{F)/IsiF). 
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Remarque 8.1.1. Pour éviter de manipuler des groupes non connexes, ce qui est 
en général le cas pour Is, le lecteur pourra à sa guise remplacer systématiquement 
Is par G s dans la définition des intégrales orbitales Os{f,u>) et des coefficients 
aP{S) ainsi que dans les expressions analogues intervenant dans 19.31 C'est d'ailleurs 
le point de vue adopté par Arthur dans [9], [TT] et [12] par exemple. Toutefois, 
l'introduction de Is semble indispensable dans l'étude de la stabilisation dans le cas 
tordu (cf. ES et ES]). 

On notera T un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans 
G{F). On a défini en l'i.GI la notion d'élément elliptique. On notera G{F)eu l'ensemble 
des éléments elliptiques dans G{F) et Teii un ensemble de représentants des classes 
de G(F)-conjugaison dans G{F)eu. On pose 

keii{x) ^ ^ uj{x)f^{x~^5x) . 

Proposition 8.1.2. L'intégrale de keu{x) est convergente. On pose 

(1) J^îi{f,uj) = / keii{x)dx . 
C'est une distribution invariante et 

(2) E «""wo^ào.) . 

Preuve : Un calcul élémentaire fournit l'égalité (2) au moins formellement. Grâce à 
13.7.41 on voit que dans l'expression (2) la somme porte en fait sur un ensemble fini 
(dépendant du support de /). On en déduit la convergence et l'égalité. On renvoie 
à 19. 1.21 pour une preuve plus détaillée dans un cas plus général. 

□ 

La représentation de G(A) dans L^ÇKq) comporte en général un spectre discret 
et un spectre continu : 

^^(Xg) = i|,sc(XG) © Lcorit(XG) • 

Nous noterons 

n(G,w) 

l'ensemble des représentations irréductibles tt de G(A) admettant un prolongement 
tordu TT et 

IldtsciG,U)) 

le sous-ensemble des classes qui apparaissent dans L'^.^^^ÇKg) . On renvoie le lecteur 
à la discussion de la notion de multiplicité tordue m(7r,7r) dans 12.41 et on rappelle 
que le nombre 

m(7r, tt) trace 7r(/) 
est indépendant du choix du prolongement tt. 

Proposition 8.1.3. L ' opérateur ^{f,Lo) est à trace dans le spectre discret. On note 

JgmsÀÎ,^) = trace (p(/,w)|L2^,,(Xg)) 
cette trace^ On a alors 

JgmscU,^)^ E m(7r,S') traceï?(/) . 

7rend„c(G,w) 



1. On verra que d'autres termes "discrets" indexés par les classes de sous-groupes de Levi 
interviennent dans la formule des traces. 
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Preuve : On sait grâce à W. Miiller [^H] que pour h e C^{G{A)) l'opérateur 
p{h) est à trace dans le spectre discret. Comme p{f,uj) est produit de p{h) avec 
h{x) = f{xôo) et d'opérateurs unitaires : 

pif,Lu) = A{Lo)B{0o)p{h) 

on en déduit que l'opérateur p{f, uj) est encore à trace dans le spectre discret. 
Comme observé en 12.3.21 seules les représentations tt dont la restriction tt à G (A) 
sont irréductibles peuvent donner une contribution non nulle à la trace de p{f, ui) 
dans le spectre discret. On obtient ainsi la formule souhaitée. 

□ 



La formule des traces de Selberg, dans le cas compact, est l'égalité entre l'inté- 
grale du noyau Kq{x, y) sur la diagonale et, d'autre part, la trace de cet opérateur 
développée suivant la décomposition spectrale de L^(Xg), qui est une somme dis- 
crète avec multiplicité finie de représentations irréductibles. 

Proposition 8.1.4. Lorsque est compact, c'est-à-dire lorsque Gder esi aniso- 
trope sur F , on a 

Y,a'^{S)Osif,uj) = Y. miTT,n) trace n{f) . 
<5er 7ren(G,a;) 

Preuve : La compacité de implique que 



trace p(/, oj) = / K^{x,x)dx. 



Lorsque Gder est anisotrope toutes les classes de conjugaison sont elliptiques, et 
18.1.21 s'écrit simplement 



/ K^ix,x)dx = y^a^iô)Osif,uj) 



Ser 

Comme Xq est compact le spectre continu est nul et 18.1.31 s'écrit : 
trace = m(7r,7r) trace Tr(/) . 

7r6n(G,w) 



□ 



Lorsque Gder n'est pas anisotrope l'existence de classes non elliptiques a pour 
conséquence que, pour le noyau tout entier, l'intégrale sur la diagonale est (en géné- 
ral) divergente. Comme Xg n'est plus compact l'opérateur n'est pas (en général) à 
trace à cause de l'existence du spectre continu. La formule des traces est l'égalité du 
développement géométrique et du développement spectral pour une "trace renor- 
malisée" de l'opérateur. La renormalisation se fait en soustrayant les contributions 
divergentes, au moyen de troncatures qui dépendent d'un paramètre T G ao et du 
choix de Pq, Mq et K. Cette dépendance implique que la distribution obtenue n'est 
pas invariante par conjugaison. Nous noterons k'^ la restriction à la diagonale du 
noyau tronqué. On disposera de deux expressions pour k'^ , notées kj^^^^ et k'^p^^, 
dont l'égalité est appelée identité fondamentale fcf. I8.2.2|l . On démontrera que l'in- 
tégrale de k'^ est convergente et on exhibera une expression asymptotique , de 
l'intégrale sur Xg de k^ , qui est polynomiale en T fcf. lll.l.ïjl . On rappelle que l'on 
a introduit dans I3.3~3l un élément Tq. La trace renormalisée J(/, w) sera, par défi- 
nition, la valeur en T = Tq de . On obtiendra ainsi une expression indépendante 
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du choix de Pq (pour Afg et K fixés). L'expression fcjeom prête bien au déve- 
loppement suivant les classes de conjugaison, appelé développement géométrique, 
ainsi qu'à la preuve du caractère polynomial en T de l'expression asymptotique . 
Pour le développement suivant les classes de représentations automorphes, appelé 
développement spectral, on utilisera l'expression kj^^^. Lorsque Xg est compact on 
a les égalités 

J(/,c^) = ^ a^((5)05(/,^) = Y. ™(7r,i) tracei(/) 

mais elles cessent d'être vraies en général ; c'est toutefois vrai pour certaines fonc- 
tions /. On dit alors que l'on dispose d'une formule des traces simple. De nombreux 
cas ont été étudiés dans la littérature, mais nous n'en dirons rien de plus ici. 



8.2 L'identité fondamentale 

On va utiliser diverses troncatures. Nous aurons besoin, pourries définir d'un 
analogue du noyau K pour chaque sous-espace pjirabolique. Soit P un sous-espace 
parabolique de sous-espace de Levi M contenant Mq et de radical unipotent N. On 
pose 

Kpix,y)= V uj{y)f{x~^ôny)dn. 

C'est le noyau de la représentation naturelle de (G(A),aj) dans L^(Xp_g) où, avec 
les notations de l3.41 on a posé 

Xkg = 21g P{F)N{A)\G{A) . 

On utilisera l'opérateur de troncature sur ces noyaux en le faisant agir sur la pre- 
mière variable c'est-à-dire que par définition, si Q C P : 

A^^'^Kpix, y) = A'^-Q(j>{x) pour (j>{x) = Kp(x, y) . 

Lemme 8.2.1. Soit P un sous- ensemble parabolique et soit (p une Jonction sur 
P{F)\G{A)). On a 

J2 E 2^^(Ho(Çx)-T) A^'«^(ex)-?^(Ho(.T)-r)0p(x) . 

{Q,R\QCPCR} Ç6Q(F)\P(F) 

Preuve : On commence par observer que, par définition de l'opérateur de tronca- 
ture, 

E E r|(Ho(e.T)-T)A^-O0(Cx) 

QCP i£Q{F)\P[F) 

est égal à 

E E (-1)"^^""'^ r^(H„(Çx)-r)?^(H„(ex)-T)05(e^) 

SCQCP ieS{F)\P{F) 

où les sommes en ^ portent sur des ensembles finis (grâce à 11.7.11 et 13.7. ip . En 
effectuant d'abord la somme en Q sur les sous-groupes paraboliques tels que S C 
Q C P et compte tenu de 11.7.21 on voit que seul le terme avec S = Q = P subsiste 
et l'expression se réduit à (j)p{x). On a donc 

E E T|(Ho(ex)-r)A^'Q0(ex)=,/.p(z) . 
QCP «eO(P)\P(F) 
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Pour conclure il reste à observer que d'aprês Ë.lO.SI on a 

J2 2^§(Ho(x) - T) A^-Q0(x) = ?p{no{x) T) r^(Ho(x) - T) A^'O0(x) 

{R\P<ZR} 



□ 



On pose 



et 



{Q,iî|QcPC-R} «eQ(F)\P(F) 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer l'identité fondamentale appelée 
"Basic Identity" dans ([50] Lectures 1, 2, 9). On pose 

fcJeo™(^) = E (-1)""^"'' E M^0{ix)-T)Kp{^X,ix) 

PDPo ïeP(F)\G(P) 

et 

PDiSo QCPCP ?6Q(P)\G(F) 

Proposition 8.2.2. Les fonctions fc~ , fc~ ei fc?^,„^ ne dépendent 

^ P,geom' geomJ p^spec ^P'^'^ ^ 

que de la projection de T sur le sous-espace des 9o-invariants dans et on a les 
identités 

JçT _ iT , iT _ lT 

P,geom P,spec "^geom '^spec ■ 

Preuve : Par définition, on a 

Co™(-) = E ("ir^""^ E ^L.o™(^-) 

PDPo ieP{F)\G{F) 

Cc(-) - E (-ir^"'^'^ E 4,peci^-) 

PDPo «eP(P)\G(F) 

On observe tout d'abord que les sommes en ^ portent sur des ensembles finis, d'après 
13.7.21 et les expressions sont donc trivialement convergentes. Maintenant on a 

kl (x) = kl (x) 

P,geom^ ' P,spec^ ' 

d'après le lemme 15.2. Il appliqué à = Kp{x, y) en observant que dans ce cas on 
a 4)p = (p. 

□ 



CHAPITRE 8. FORMULE DES TRACES : ÉTAT ZÉRO 



Chapitre 9 

Développement géométrique 



9.1 Convergence : côté géométrique 

On dira que deux éléments dans G{F) sont ss-conjugués si leurs parties quasi- 
semi-simples sont conjuguées. On notera Û l'ensemble des classes de ss-conjugaison. 
On peut décomposer k^eomi^) suivant les classes de ss-conjugaison : 

OÙ kj ne comporte que les contributions d'éléments S dont la partie quasi-semi- 
simple appartient à une même classe de conjugaison : 

PDPo i&PiF)\G(F) 



avec 



Kp {x,x) ^ / 2, ^ix)f^ix ^6nx)dn 

Jn(F)\N(A) _ . 



IN(F)\N(A) 

^ " ^ ' (5eonP(F) 

On considère deux sous-groupes paraboliques standard Q <Z R. On a discuté 
dans 12.10.11 les propriétés des sous-groupes paraboliques et iî^ . 

Proposition 9.1.1. On considère l'espace quotient 

Yq = ^gQ{F)\G{A) . 

L 'intégrale 



f Fg{x,T)à^{lîo{x)^T) 



{P[Q+cPcR-} 



dx 



est convergente. 

Preuve : On rappelle que 



Kp^{x,x)~ / >, <^{x)f^{x ^ônx)dn 

Jn(F)\N(A) , -,„. 



IN(F)\N(A) ^ , , 
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D'après l3.6.7l les ô E P{F)no qui donnent une contribution non nulle appartiennent 
à n 0. Il suffit donc d'établir la convergence de l'intégrale 



/ Fgix,T)^§{Iloix)-T) 



{P I Q+CPC-R-} 



dx 



avec 



Jn(f)\n(a) , = . , 



56Q+(F)no 



soit encore 



avec 



*Pr,o(^)=/ y2 f^{x^^ rjvnx) dn 

OÙ Mq+ est le sous-ensemble de Levi de contenant Mq et Nq+ son radical 
unipotent. On observe que dans cette expression seule l'intégrale sur N{F)\N{A) 
dépend de P. Posons 



S«(x)=à^(Ho(a:)-T) J2 

r,6J\/Q+(P)no 



J2 i^ir^-'^à <i>^^^^(^) 

{P\QCPCR} 



Nous devons montrer que l'intégrale 



Fg{x,T) E^{x)dx 



est convergente. Nous allons tout d'abord d'estimer l'intégrale 



(*) 



eg(n,x) 



■'QV'h-^! ~ I ^Qinax)ÔQ{a) ^ da 



où Ôq est le module pour Q, de façon uniforme lorsque x reste dans un compact 
fixe. On observe que puisque / est à support compact la somme sur rj ne porte que 
sur un ensemble fini (dépendant a priori de a; et a). L'homoniorphisme de Og dans 
ao 

H ^ 9{H) - H 

a pour noyau le sous-espace des 0-invariants. qui d'après [2.10.21 est l'espace 

et on notera bg, le supplémentaire orthogonal de ce sous-espace dans ; on a donc 
une décomposition en sous-espaces deux à deux orthogonaux : 

On observe que si 77 S Mq+ (F) et a = avec iî € on a 

nirj na = n\a^^9{a)rin' 
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et si cette expression reste dans un compact il en est nécessairement de même pour 
a^^9{a). Pour le voir on décompose a en aoaia2 avec 

«0 G Hq = a^^ , ai G b^^ et «2 S bQ+ 

et on observe que 

a-^e{a) = a^^e{ai).a:^^eo{a2) . 

Maintenant si la décomposition de Bruhat de 77 s'écrit 77 = ■fwsCV '^^ voit tout 
d'abord que 

(s - l)Ho(ai) + {00 - l)Ho(a2) + Ho^n") 
reste borné et comme 

(s - l)Ho(ai) + tlo{ws7i") e a«^^ et (1 - 0o)Ho(a2) e a§+ 

on en déduit que que 

(.s-l)Ho(ai) + HoKn") et (^o - l)Ho(a2) 

restent aussi bornés. On remarque que l'application linéaire [9 — 1) est injective sur 
bq. En particulier 02 reste dans un compact. On rappelle que par hypothèse on a 

T^^ (Ho (ai) - Ti) = r§^Ho(a) - T) = 1 

où Ti est la projection de T sur Oq . Posons X = Ho(ai) — Ti. On a donc 

X = Qa'CDa avCC Oq > . 

Maintenant (comme dans I3.7.3P on observe que 13.3.21 implique que 

< X,Ho{w,n") >< c 

d'où on déduit qu'il existe une constante C telle que 

<X,{1- s)X >< C . 

Il résulte alors de l2. 11. li gue X et donc ai restent dans un compact. Pour de tels a 
l'ensemble des rj intervenant est contenu dans un compact. En particulier l'intégrale 
en 5 = e''^ avec iJ g bg porte sur un compact. Il nous reste à estimer l'intégrale en 



ao = avec 



Maintenant, compte tenu de 12.10.(31 11) , il suffit de considérer les 
qui vérifient de plus 

a{H) > a{T) -C Va G 

où C dépend du support de /. Nous sommes ainsi essentiellement ramenés à la 
situation traitée par Arthur dans [1]. Rappelons en les étapes. Notons n l'algèbre 
de Lie de Nq+ et n son dual. L'application exponentielle définit une bijection entre 
n{F) et Nq+{F). Soit tjj un caractère non trivial de A/F. Posons 

g{x,Y,S,n)^ [ tP{< X,Y >)f{x-^ S nx) dX . 
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On note n± l'orthogonal de n{F) c'est-à-dire l'ensemble des Y G n(A) tels que 

ip{<X,Y>) = l VXen(F). 
La formule de Poisson montre que 

X! f{x~^r]e^nzx)= ^ g{x,Y,T],n) 

Xen{F) YGn_L 

et 

/ {x~^ rj n x)dn = \^ g{x,Y^rj,l) 

Jn(F)\N(A) ^^^^p^ YenAP) 

où cette fois la somme porte sur le sous-ensemble nj_{P) des éléments de qui 
sont triviaux sur ti(A). On fait maintenant intervenir la somme alternée sur les 
sous-ensembles paraboliques P et compte tenu de 11.2.31 on obtient que 

{P\QCPGB.} Yen^{Q,R) 

où n±{Q,R) est le sous-ensemble des Y Ç n± ayant la propriété que Y £ n±{P) 
pour un seul sous-ensemble parabolique P tel que 

QcPcR. 

Comme 

n^{P)cn^{R-) 

on a donc 

n±{Q,R)=n^{R.-)- \J n^{P) 

PCR- , P^R- 

et 



E^{x)=^^{ïio{x)-T) J2 
On rappelle que l'on souhaite estimer l'intégrale (*) définissant 8q : 



X! 9{x,Y,r],l) 

Yen^{Q,R) 



QQ{n,x)^ ^Q{nax)ÔQ{a) ^ da . 

Considérons donc, avec les notations de 12.10.21 les a = pour des if G ôg qui 
vérifient de plus 

a{H) > a{T) Va G . 

On va voir que. si l'espace ïïg n'est pas réduit à zéro, de tels a agissent par dilatation 
non triviale sur au moins une des coordonnées de chaque élément de ni_((5, R)- Pour 
cela on décompose n_L suivant les caractères de l'action coadjointe de cig = a^_^ : 

n_L = ©A nx(A) . 

L'ensemble de ces caractères peut s'identifier avec l'ensemble des restrictions à a- 
des racines de ag dans n. Un élément F G peut donc s'écrire 



9.1. CONVERGENCE : CÔTÉ GÉOMÉTRIQUE 



123 



et on a F G n±{Q,R) seulement si pour tout a € Aq+ il existe A avec 

Yx^Q et < A, rô„ . 

En effet, s'il existait a tel que pour tout A avec Y\ ^ on ait < A, -Ba >= 0, alors 
Y appartiendrait à n^(_R^) et à n±{P) où P est le sous-groupe parabolique de R~ 
qui admet pour sous- groupe de Levi le centralisateur de Wa, ce qui est exclu. Par 
ailleurs les Wa avec a S A5 , forment une base du dual de a- , et 

Ad(a)y - E ''^^"^^>^ = E n e'^-<^^^-> Yx . 

On observe de plus que 

ÔQia)-'giax,Y,S,l) ^ SQia)-'ÔQ+ia) gix, Ad{a)Y, S,l) . 

Pour a = avec H G aQ+ on a (5Q(a) = (5Q+(a). Maintenant g est une fonction 
lisse à décroissance rapide en Y comme transformée de Fourier d'une fonction lisse à 
support compact. Il en résulte que l'intégrale définissant Qq est absolument conver- 
gente, uniformément lorsque x reste dans un compact. En utilisant la décomposition 
d'Iwasawa on voit que l'intégrale 



/ Fgix,T)E^ix)dx 

"'Yq 

est égale à 

/ / F^^{m,T)Q^{n,mk)dndmdk . 

K J-2lQMQ(F)\MQiA) Jnq{F)\Nq{A) 

Il nous reste à observer que, compte tenu de ll.8.3l et de l3.5.2[ l'intégrale en m porte 
sur un compact et que donc la somme sur dans la définition de Sg ne porte que 
sur un ensemble fini qui peut être choisi indépendant de m, n et a. 

□ 



Théorème 9.1.2. Supposons T assez régulier (c'est-à-dire dp^ÇT) > c où c est 
une constante ne dépendant que de G). L'expression 



est convergente. Seul un ensemble fini de o fournit une contribution non nulle (cet 
ensemble dépend du support de f). 

Preuve : La finitude résulte de ce que, d'après [B. 7. 41 les fonctions 

ne sont non identiquement nulles que pour un ensemble fini de o. Il suffit donc de 
considérer une classe o et de prouver la convergence de 



On utilise la partition du lemme 13.6.31 



kg {x)\ dx 



E E Fgi^x,T)T^{ll,{^x)-T) = l 

{QlPoCgcP} CeQiF)\PiF) 
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et on obtient 



{P,g|PoCQCP} CeQ(P)\G(F) 



avec 



4 q Jx) = (x, T)t^ {Ho{x) - r)r^(Ho(x) - T) K^Jx, : 
On rappelle que 

Yq = 21gQ(^^)\G(A) . 
On va montrer que pour tout Q l'intégrale 



{PIQCP} 

est convergente. On rappelle que d'après [!j.lO. 51 on a 



dx . 



E^^ 

RDP 



'Q 'P 



La convergence souhaitée est donc conséquence de la convergence des intégrales 



/ Fgix,T)^^{noix)-T) 
qui a été établie dans la proposition 19 . 1 . Il 



E {-IT^-''^ Kp^^{x,x) 

{P\QCPCP.} 



dx 



□ 



9.2 Dévelopement géométrique grossier 

Soit une classe de ss-conjugaison. On rappelle que l'on a prouvé la convergence 
de l'intégrale sur Xq de 

^n^) = E (-1)""""'' E rp{Ho{^x)-T)KpJ^x,^x) . 

PDPo S&P[F)\G{F} 

avec 

Kp^{x,x)~ / oj{x)f^{x~^6nx)dn . 

Jn(F)\N(A) , ~, , 

On aura besoin d'une variante de l'expression kj{x) de même intégrale sur Xg : 
on pose 

PDPo ieP(F)\G{F) 



avec 



•?p.o(^)= E / 



56onP(P) 



((5,F)\Af(5,A) 



uj{x)f^{x ^5nx)dn 



où iV((5) = N{5s) est le sous-groupe de N qui centralise la partie semi-simple ôs de 
(5. 
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Lemme 9.2.1. On pose 9 = Ad((5). L'application de 

N X N{5) N 

ime par 



n X n' t-^ n ^ n' 9{n) 
est surjective. L'image réciproque du sous- ensemble N{5) 0{n) est 

N{ô).n X N{S) . 

Preuve : Soit 9 = 9^9^ la décomposition de Jordan de 9. On peut munir le groupe 
nilpotent N d'une filtration par des sous-groupes normaux stables sous 9 : 

N ^NoD Ni---D Nr = {l} 

tels que nï^n~^nin G Nij^i pour n E N et ni Çz Ni et 9u{n)n~^ 6 Ni+i pour 
n € Ni. Posons 

Sk^Nk.N{ô)^N{ô).Nk . 
Nous allons montrer, par récurrence descendante sur fc, que l'application de 

Nk X N{ô) ^ Sk 

définie par 

n X n' H- n~^ n' 9{n) 

est surjective avec {N{5)nNh).n x N{ô) comme image réciproque dans Sk x N{5) au 
dessus de n~-^ N{5) 9{n). Le lemme est le cas particulier fc = 0. L'assertion est claire 
pour k ~ r. Supposons la vraie pour fc+l ; il en résulte que l'ensemble des n~^n' 0{n) 
avec n G Nk et n' G N{6) est aussi égal à l'ensemble des n~^n" 9{n) où cette fois 
on prend n" £ Sk+i. Mais Sk+i est normal dans Sk avec pour quotient un groupe 
abélien muni d'une structure d'espace vectoriel et où 9 agit par un endomorphisme 
semi-simple qui n'admet pas la valeur propre 1. L'assertion en résulte. 

□ 

Lemme 9.2.2. Soit (j) une fonction sur P(A). 

/ / y. <p{n^^ô ui n) dui dn 

Jn{F)\N(A) JN{S,F)\Ni5M) g^^^pf^p^ 

est égal à 

^N(F)\N(A) ^ , , 

Preuve : C'est une conséquence facile de l9.2.1l 



/ y (j){S n) dn 

Jn(F)\N(A) , 



□ 



Proposition 9.2.3. 

/ k^{x)dx ^ j jj{x)dx 

Preuve : La convergence de l'intégrale dans le membre de droite s'établit comme 
en 19.1.21 Maintenant on a l'égalité 

Kp ^ix,x) = / jp ^{nx)dn 

Jn{f)\n{a) 

qui est la conséquence de l9.2.2l La proposition en résulte. 
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Théorème 9.2.4. Supposons T assez régulier. L'expression 
est convergente. 

Preuve : Les arguments sont une reprise, presque mot à mot, de ceux de la preuve 
de 19.1.21 Nous les laissons en exercice pour le lecteur. (Voir aussi 

□ 

Ce sont les intégrales 

/ dx 

qui donnent naissance au développement géométrique fin et qui permettent en par- 
ticulier d'obtenir des expressions explicites pour les contributions des classes quasi- 
semi-simples fcf. 19. 3p . 



9.3 Termes quasi-semi-simples 

Soit ô un élément quasi-semi-simple dans G{F). Soit Ig le centralisateur stable 
de ô (cf. I2.6l et la remarque lS.l.ip . On note c la classe de conjugaison de ô. Considé- 
rons un tore déployé maximal Ss dans le centre de Ig (ou, ce qui revient au même, 
dans la composante neutre Gs du centralisateur de ô). Le centralisateur de Sg est 
un sous-groupe de Lejvi Mg et on pose Ms = Mg.ô. On observe que Is C Ms et que 
ô est elliptique dans Mg. Le centralisateur G"' normalise Ms- Ceci fournit (dans les 
notations de l2.8.ip une application 

de noyau Ms H G^{F). A conjugaison près on peut supposer que Ms est un sous- 
ensemble de Levi standard. Soit P = M N un sous^nsenible parabolique standard 
et supposons que M contient un conjugué Mi de Ms. Considérons 

ôi e cr\Mi{F) . 

On observe qu'alors Is^ C A/i C M et donc le sous-groupe N{Si) est trivial. A 
conjugaison près dans M on peut supposer Mi standard. Dans ces conditions il 
existe 

se W(a^^,ajjJ 

de représentant Ws tel que WsSwJ^ — ôi. Comme dans ll.3T71 mais dans le cas tordu, 
on note 

l'union (disjointe) des quotients 

W^K'7,^^Mj\W(a,-7^,a,^J 

où Ml parcourt les sous-ensembles de Levi standard de M à conjugaison près par 
AI. On introduit 

seW(arj: ,P) vehAPiF) 
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où Sg = Wsô Wg et 

iiô) = #Is{F)\GHf) . 

On pose 

PDPo ?eP(F)\G(P) 

On définit de manière analogue kj . On va donner une expression pour 



{x) dx ~ l (x) dx 

au moyen d'intégrales orbitales pondérées. Pour cela nous aurons besoin d'introduire 
les objets suivants. On a considéré en 13.3.21 la famille orthogonale y{x,T) définie 
par les : 

Yg{x,T) ^ s-\T -Hoiwsx)) pour seW. 
On pose (cf. [^:ïï3|) 



G 
S 



Si T est assez régulier 



H^T'^^iH,y{x,T)) 



est la fonction caractéristique de l'enveloppe convexe des projections sur afj^ des 
Ys{x,T) pour s e W{àMs)- Dans ce cas 

est le volume de cette enveloppe convexe. C'est un polynôme en T, ne dépendant 
que de la projection de T sur le sous espace des vecteurs élo-invariants, de degré 
(ajj — ag). On rappelle enfin que dans 18. Il on a associé à / une autre fonction /. 

Proposition 9.3.1. L'intégrale 

kJix)dx^[ j-ix)dx 

JXg 

est égale à 



Xg Jx 



vol{miJsiF)\IsiA)) 



uj{x)v~ {x)f{x ^ôx)dx 

h(k)\G{h) 



i{5) 

si /a (A) est dans le noyau de lu et zéro sinon. 
Preuve : En effet 

jj{x) ^ ,iS)-'u;{x) E ejij^{Cx,T)f\x-'r'S^x) 

OÙ 

eM,(^>î^)- E (-1)""""'' E Tp(HoKx)-r) 

PDPo seW(a^^,i5) 

soit encore, avec les notations de 11.8.71 (ou plutôt de sa variante tordue), 
^Ms^^'T)^ E E ^ (-1)"^""" ^p(Ho(«^.^)-î^) 



128 CHAPITRE 9. DÉVELOPPEMENT GÉOMÉTRIQUE 



et donc 

'^Msi^^T) = J2 rQis-\noiw.x)-T)) . 

On obtient la formule 

(*) / jj{x)dx^ f L{ôr'u{x)ej^ {x,T)f{x-Hx)dx . 

Jy^G JzqIs{f)\g{a) 

On observe que, si a ~ cxpiï avec H £ Uq alors, avec les notations de l3.3.2l 

TQ{s-\Uo{w,ax) -T))^?q{H- Y,{x,T)) 
et on déduit de 12.9.31 que 

ej^^{ax,T) = r%^{H,y{x,T)) . 

En observant que 

aïs - ^AU := 

la formule (*) se récrit 

/ jj{x)dx= [ i{5r^u;{x)vl^ (x)J{x-Hx)dx . 

On observe enfin que cette expression est nulle si /^(A) n'est pas dans le noyau de 
ui. Sinon on obtient la formule souhaitée en décomposant l'intégrale par passage au 
quotient par /^(A). 

□ 

Remarque 9.3.2. Le lecteur observera que nous avons muni les espaces vectoriels 
isomorphes ajj^ et a/^ de la même mesure de Haar. Toutefois, si on souhaite utiliser 
les mesures de Tamagawa, les mesures de Haar canoniques qui leur sont associées 
sur ces espaces vectoriels, seront en général différentes. Cette remarque joue un rôle 
dans l'étude de la stabilisation (voir par exemple |26j). 

9.4 Développement géométrique fin 

Le cas des S non quasi-semi-simples suppose le traitement préalable des contri- 
butions unipotentes ; le cas général s'en déduit pas descente au centralisateur. Ceci 
a fait l'objet de deux articles d'Arthur : [8] et [9] (qui eux même reposent sur |10) 
publié ultérieurement) où il étudie les termes géométriques, y compris dans le cas 
tordu en s 'appuyant sur |20| . 

Dans ces articles, l'espace tordu G (resp. G dans la notation d'Arthur) est une 
composante d'un groupe réductif non connexe G~^ de composante neutre G (resp. 
G") ; ceci revient à demander que l'automorphisme 6q ait une puissance 6q qui est 
un automorphisme intérieur représenté par un élément rationnel : 

é'^=AdG(x) avec x £ G{F) 

et de plus Arthur ne considère pas de caractère uj non trivial. 

Tout ceci est légèrement restrictif par rapport à notre cadre, mais cela est 
sans conséquence sérieuse sur les preuves. Le développement géométrique fin est 
donné dans [9]. Nous n'avons rien à ajouter à ces résultats (sauf l'introduction d'un 
caractère co) et nous renvoyons le lecteur à ces articles. 



Chapitre 10 



Développement spectral 
grossier 



10.1 Convergence : côté spectral 

Cette section est basée sur les notes des exposés 7 et 8 de Langlands dans [5D] . 
Rappelons que le membre de droite de l'identité fondamentale est 

P QdPdR i£Q(F)\G(F) 



OU 



Kp{x,y)= [ ^ c.(y)/i(.T-i<5ny)d. 

soit encore 

Kp{x,y)^ f V Lu{y)f\x-'n-'ôy)dn . 



<5eA/(_F) 

Posons 

kl,M,R,x)=àJ^ilioix)-T) J2 i-ir--''^ A^''^Kpix,x) . 

{P[Q+CPCR-} 

On a donc 

QCR ieQiF)\G{F) 

On pose 

IiQ,R) = {-iyn---cS 

si (5+ C , et sinon. Notons G{Q, R) l'ensemble des 6 qui appartiennent à P{F) 
pour un seul P avec C P C R^ c'est-à-dire 6 £ R^{F) mais ô ^ P{F) si 

Q+ CPÇR- . 

Posons 



129 



130 



CHAPITRE 10. DÉVELOPPEMENT SPECTRAL GROSSIER 



Lemme 10.1.1. Avec ces notations on a 

QCfl i(^Q{F)\G(F) 

Preuve : On observe que 
où 



nQA'p(x,2/)= / Kp{nx,y)dnQ 

JNQ{F)\NQiA) 



et comme N C Nn on a 



IiQKp{x,y)^ / V uj{y)f^{x ^ Uq^ ôy)dnQ . 

JNq{F)\Nq(K) ^^~^p^ 

Mais 

{PIQCPCiî} 

est égal à 

/ E ^(2^) E {-ir--'-- î\x-'n-QUy)dnQ. 

JN^iF)\N^iK)^^^_^^^ {P|^eP(i.),QCPCfl,} 

La somme alternée des termes contenant 5 est nulle sauf si 5 appartient à P{F) 
pour un seul P avec Q C P C R c'est-à-dire si lî G G{Q, R). On a donc 

^ (-l)-P-à UQKpix, y) = iiQ, R)Kqm{x, y) 

{PIQCPCP} 

ce qui fournit 

fcfp,,(g,iî,a:) =£(Q,iî) à^{ïio{x) -T)kI'^Kq,r{x,x) . 



□ 



Posons, pour 5 e G{F), 



KQ.six,y) = / cj(a;) V /^(x ^nJriSy)dnç 

JNQ(,F)\NQiA) r,eQ{F) 

soit encore 

KQ,six,y)= uj{x) ^ f{x^^nQ^fiôy)dnQ. 

Lemme 10.1.2. 

KQ,s{nix,n2y) ^ KQ^s{x,y) ^ KQ^s{£.x,y) 
SI m e 7Vq(F), n2 G (5-1A^q(F),5 ^ g g(F). 
Preuve : Cela résulte immédiatement de la définition de Kq^s. 



□ 
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Lemme 10.1.3. Si KQ s(x,y) ^ alors il existe un compact C C Oq ?/ g Q{F) 
tels que 

no{iie{y))-YS.o{x) ec 
si 6 est l'automorphisme de G défini par 5. 
Preuve : Puisque / est à support compact on a 

x^^nq T]Sy £ Cl 

où Cl est un compact. La décomposition d'Iwasawa x = nak de x montre que 

a^^n^^rjô y E C2 
où C2 est encore compact. On a donc 

Ho(a-in-ir, S y) = Ùoiv e{y)S) + Ho(a-i) 
borné et Ho(a~^) = — Ho(x). 

□ 

Lemme 10.1.4. La somme sur ^ dans 

J2 Al^'^KQAx,^y) 

è&Qs{F)\Q{F} 

porte sur un ensemble fini dont le cardinal est majoré par c\x\^\y\^ . 

Preuve : En effet on déduit de ll0.1.3l qu'il existe un compact Cq^s C ag, dépendant 
du support de /. tel que les Ç qui interviennent vérifient 

HQ{e{(y))^ÎÎQ{x)eCQ.s 

où est l'automorphisme induit par ô et Hglg) la projection de llo{g) sur uq. En 
particulier, on a 

TQ (Ho(0(e 2/))- Ho (x)-Ti) = l 

pour un certain Ti (défini par le compact Cq .5). Comme 9{Qs) C Q il résulte alors 
de l3.7.1| qu'on peut choisir ^' G Q{F)9{^) de sorte que 

W\<ci\x\^'\yf^ 

et on observe que l'application qui à ^ G Qs{F)\Q{F) associe la classe Q{F)9q{^) 
est injective. On invoque enfin 

□ 

Lemme 10.1.5. Considérons ô E Q{F)\G{Q, R), k,ki 6 K, n G Nq{A), m et 
Toi g Mq{A) avec 

Hq(to) = Hq(toi) =0 
et a G 21q. Supposons que, pour ^ G Q{F), on ait 

KQ s{miaki, S^namk) ^0 et crQ(Ho(a)) = 1 . 
Alors il existe une constante c > (ne dépendant que de f) telle que 

||Ho(a)|| <c(1 + ||Ho(to)||) . 
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Preuve : Rappelons que l'on a choisi en 12.51 un élément Ôq G Mq{F) et on a noté 
^0 l'automorphisme associé. On remarque que, comme on peut modifier S à gauche 
par un élément de Q{F), on peut supposer 5^ choisi de la forme 

avec 77 G No{F) et où Wsg représente un élément sq du groupe de Weyl de M^- tel 
que 

SQ^a > pour toute a G Ap^ . 
Nous supposerons donc désormais que 

S = Ws=Wsa5o et (_ = 'qeNo{F). 

Notons l'automorphisme de G défini par S. On observe que 9 et Bq ont la même 
restriction à Rr- . On a supposé 

KQ^s{'>niaki,rjnamk) ^ 

et donc 

k^^ m^^ a^^ tIq^II S ijn amk <E Support(/) 

ce qui implique que 

où ri est un compact. On décompose H ~ Ho(a) en 
au moyen de la décomposition en somme directe 

OÙ est l'orthogonal de fl^_ , le sous-espace des des é'o-invariants. dans a^_. 
Posons Ui = e^' . On a 

m^^ a^^ a^^ tIq^ fiS rjn «10203 m = m^^ nï^iJi a^^0(ai) bSn' m 

OÙ 

b = e^ avec B = {9^ - l)H2 . 
Comme par hypothèse HQ(m) = HQ(mi) = on a 

H«-(mi)=Hp-(0o(m))=O 

ce qui implique 

Hfl- {m^^ a^^ fi 9{ri n a m)) = H^- (b) = B 

et on en déduit que B reste borné. L'homomorphisme : 

H2^B = {9o- 1)H2 

est injectif et donc H2 reste aussi borné. Maintenant, compte tenu de 12.10.6( 11) , 
on contrôle H3 au moyen de Hi + H2 et donc : 

lli/all « (l + ||i^i||) . 
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Pour conclure il reste à montrer qu'il existe Cq > avec 
(*) «(l + ||Ho(m)||) . 

Comme crQ (Ho(a)) = 1 on a 

a(iJi) > Va e A^" . 

Comme Hi appartient à ag on a 

a{Hi)=0 VaeA^^^ 

et donc 

(**) a{Hi) > Va 6 A^„" . 

Comme 9q préserve la chambre positive les inégalités sont aussi vérifiées par 
ea{Hi). Donc, pour <y Ç: Oïl a 

(1) a{Hi - e{Hi)) = -a{e{Hi)) = -Sq V(0o(iîi)) < 
pour notre choix de sq- On observe que comme 

rrii^ a^^ Uq^ fiôrj nam fl 

où D, est un compact alors 

HQ(niï^ a^^ tIq^ ^ 9{ri n a m)) = Yi.Q{a^^O{ri n a m)) 
est borné. Il en résulte que la projection de 

(2) i/i-0(ifi)-0(Ho(m))-HoKn') 

sur Qg est bornée. En combinant (1) et (2) on obtient que, compte tenu de l3.3.1l 
on a 

(3) H,-9iH,) = X -Y 
avec 

(3') ||X|| < ci(l + ||Ho(m)||) et w{Y)>Q e . 

Par ailleurs 

H, - 9{Hi) = {Hi - doiHi)) + (1 - so)eo{Hi) 

On a vu que Hi et Oq{Hi) sont dans l'adhérence de la chambre de Weyl positive; 
il résulte de ll.S.ll aue (1 — sq)9q{Hi) est combinaison linéaire à coefficients positifs 
ou nuls de coracines positives. Donc on a aussi 

(4) Hi - 9o{Hi) = X - Yi 
avec 

(4') w{Yi) > Vn7 G À% . 

Si Xq et Yq sont les projections de X et Yi sur le sous-espace de élo-invariants dans 
, il résulte de (4) que l'on a 

= Xo-Yo 
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et donc, compte tenu de (3') on a 

(3") ||i"o|| = ll^oll « (l + ||Ho(m)||) . 

Mais 

IIFoll = ||>^i|| cos(yi,ro) 

et le cosinus de l'angle entre Yi et Yq est minoré par une constante ci > : 

cos(ri,yo) >ci . 

En effet, sinon on pourrait trouver Y G non nul satisfaisant (4') et dont la 
projection sur les invariants serait nulle. Mais alors, si £ est l'ordre de 9q, on a 

r=l 

et donc —Y satisfait aussi (4') ce qui impose w{Y) ~ pour tout w G Ap^ et donc 
y ~ ce qui est absurde. Donc 

\\Yi\\ « \\Yo\\ 
et l'inégalité (3") ci-dessus implique l'inégalité 

(5) llnll « (l + ||Ho(m)||) . 
Donc (4) et (5) montrent que 

||iîi-0o(^^i)||«(l + ||Ho(m)||) . 

Comme 6*0 est une isométrie on a des inégalités analogues pour Hé'Jiïi — 9q'^^Hi\\ 
et donc aussi pour — é'^iîill (avec une autre constante). On en déduit que si 
Hq est la moyenne sur la 0o-orbite de Hi on a encore une inégalité similaire : 

(6) ||i/i-i/o||«(l + ||Ho(m)||) . 
Mais 

Ho - soHo = {Ho - Hi) + [Hi - e{H,)) + 0{H, - Ho) 
et donc (3) et (6) impliquent que 

Ho — soHo ^ X2—Y2 

avec 



(6') IIX2II << (1 + ||Ho(m)||) et ^(^2) > e A]? 



R- 
'0 



Comme a{Hi) > pour tout a G A^^ . il en est de même de a{Ho) et la projec- 
tion de {Ho — soHq) sur Og^ est une combinaison à coefficients positifs de racines 
positives ; on a donc pour tout vj G A^.^ 

w{Ho - SoHo) > 

et on en déduit que 

(7) lliïo-soiîoll « (l + ||Ho(m)||) . 
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On peut écrire Hi sous la forme 



Soit a G Ap^ ; divers cas se présentent : 

1 - L'orbite de a sous On rencontre . Soit a' G An un élément de cette orbite. 

On a alors a'{Hi) = et donc 

et on déduit de (6) l'inégalité 

\a{Ho)\ « (l + ||Ho(m)||) . 

2 - L'orbite de a sous ne rencontre pas Ap et pour au moins un a' dans l'orbite 

on a 

V / V 

On observe que, d'après ll.5.1[ pour tout X dans l'adhérence de la chambre 
positive, on a 

X-soX= Y. c^iX,soh'' 

avec 

c^{X, so) > . 

et donc c-y{X, sq) ~ pour tout 7 équivaut à, X ~ sqX. Comme nous supposons 
tUa' ^ soWa' , il existe 7 tel que 

C-flWa', Sq) = C2 > 

et on a donc 

w^{Ho - sqHo) = ^ l3{Ho)c^{wi3,so) > C2 a'(-ffo) = C2 ol{Hq) 
et on a donc encore 

|a(iïo)| « (l + ||Ho(m)||) . 

3 - La dernière possibilité serait que l'orbite de a sous 6*0 ne rencontre pas Ap^ et 

que pour tout a' dans l'orbite on ait 

wl, = sqwI, . 

Mais dans ce cas l'ensemble des racines /3 G Ap^ qui sont orthogonales à tous 
les Wa' est l'ensemble Ap^ des racines simples du sous-groupe de Levi M d'un 
sous-groupe parabolique P qui est ^o-stable, qui est tel que 

Q(ZP(^R- , 

et dont le groupe de Weyl W^^ contient sq. On aurait donc 
5 = Ws,M^P{F)'^R-{F) . 



Ceci est impossible puisque par hypothèse 8 appartient à G{Q, R). 
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□ 



Il résulte de cette discussion que 

|a(iîo)l « (1 + IIHoMll) 

pour tout a et donc 

(8) ||i/o|| « (l + ||Ho(m)||) . 

Compte tenu de (6) et (8) on obtient, comme espéré, l'inégalité (*) : 

||i/i|| « (1 + ||Ho(to)||) . 

Rappelons que l'on a posé 

Yq = ^iGQ{F)\G{A) . 
et introduisons la sous-groupe parabolique 

Qs = Qn6-^QÔ . 
Avec ces notations on a la proposition suivante : 

Proposition 10.1.6. Pour tout couple de sous-groupes paraboliques standard Q C 
R et tout S 6 G{Q,R) l'intégrale 



dx 



est convergente si dpg(T) > c où c est une constante ne dépendant que du support 
de f 

Preuve : Considérons x = nmak avec fc G K, n G fi C iVg(A) où Q, est un compact, 
m G &Q C A/g (A) où &Q est un ensemble de Siegel pour Mq (en particulier 
HQ(m) = 0) et a e SIq. On doit estimer 



[ [ f e-2PQ(Ho(a))~|(jjo(a)-T) 



^<iQ5{F)\QiF) 



dn da dm 



c'est-à-dire 



n Je 



[ 5^(Ho(a)-T) Y. A^^'^KQ^simk.^a^-^n'mk) 



dn da dm 



avec n' = a~^na. D'après 16.2.11 l'opérateur de troncature fournit un noyau 



(mi,m2) ^ A^''^ KQ^s{mik,^a^ ''n'm2k) 

à décroissance rapide en mi et à croissance lente en m2 sur le domaine de Siegel ©g 
de Mq et, par restriction à la diagonale, on obtient une fonction (j) à décroissance 
rapide en m = mi = m2 sur &q en ce sens que, pour tout elle est majorée par 



-TV 



ce qui, au vu de 110. 1.41 et 110.1.51 permet de compenser la croissance éventuelle due 
à la somme sur ^, et de contrôler l'intégrale sur a. 

□ 
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Notons W{Q,R) un ensemble de représentants de G{Q,R) modulo Q{F) à 
droite et à gauche : 

W{Q,R)c^Q{F)\G{Q,R)/Q{F) . 
C'est un ensemble fini. On a 

5eW(Q,fl) Ç6Qi(F)\Q{F) 

Proposition 10.1.7. Si dpg{T) > c, où c est la constante de \10.1.6[ on a 

/ \kjpecix)\ dx <0O . 

Preuve : On observe que 

/ \klM\ dx<Y, èiQ,R) f 5§(Ho(x) - T)|A['«i^Q,H(x,x)| dx 

et que 

Kq,r{x,x)= ^ ^ KQ^s{x,ix) . 

L'assertion est alors une conséquence immédiate de 110.1.1] et 110. l.ïïl 



On aurait pu déduire cette proposition la conjonction de l'identité fondamen- 
tale 18.2.21 et de 19.1.21 Mais la preuve donnée ci-dessus va pouvoir se raffiner pour 
établir la convergence du développement spectral grossier, c'est-à-dire du dévelop- 
pement suivant les données cuspidales. 



10.2 Annulations supplémentaires 

On considère comme ci-dessus Q C R et on suppose qu'il existe un sous- 
ensemble parabolique P avec 

QcPcR . 

On note le plus petit (resp. R" le plus grand) sous-ensemble parabolique avec 
cette propriété, c'est-à-dire que, dans les notations de l2.10.11 on a 

QCQ+CPCR-CR. 

On choisira des représentants de l'ensemble fini de doubles classes 

W{Q,R)^QiF)\GiQ,R)/Q{F) 

de la forme S = Wg où Wg représente un élément 

s = so XI ^0 

appartenant à l'ensemble de Weyl W*^«- de M^^.- . En choisissant sq de longueur 
minimale dans sa double classe il résulte de 11.3.41 et 11.3.51 que 

sa > et s'^a > Va G . 
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Donc, plus généralement, sa > pour toute racine positive pour Mq. On en déduit 
que, 

Ms = Qsn Mq = Mq riw-^Q Ws 

est un sous-groupe parabolique standard de Mq. En effet, les racines dans le radical 
unipotent de Mg sont les restrictions à un sous-espace de ao de racines a pour Mq 
telles que la restriction de sa à Oq soit une racine pour le radical unipotent de Q. 
Comme Q est standard de telles racines sa sont positives et donc nécessairement 
a est positive. On note S le sous-groupe parabolique standard de G tel que 

Ms^Sn Mq . 

On note Ns son radical unipotent. On observera que 

as D Oq et s(os) D ag 

et que donc 

s(ao) -L Qq ■ 

Lemme 10.2.1. Supposons ô G W((5,iî) et considérons l'expression 

CTQ(Ho(a;)-r) / A^-^KQ^sinsx,nQx) dus 

Jn§{f)\n§{a) 

où = Ns n Mq. Alors, si T avec dpg{T) > c(l + N{f)) où c est une constante 
ne dépendant que de G et N{f) dépend du support de f , l'intégrale est nulle pour 
tout X € G(A) et tout uq g Nq(A) sauf peut-être si ô = Ôq comme double classe 
modulo Q{F). 

Preuve : Si l'intégrale double est non nulle alors il résulte de 14.1. li gue 

(1) n7(Ho(2;) - T) < Vtu e . 
De plus, le lemme [10.1.31 montre que la projection de 

Ho(Ws Uq x) - 'B.q{x) 

sur Oq reste bornée; plus précisément, reste dans une boule dont le rayon dépend 
du support de /. On a. pour un certain n € 7Vo(A), 

Ho(iOs riQ x) - Ho(a;) = Ho(w,,o n) + sHo(a:) - Ho(a;) 

et donc, pour toute forme linéaire A sur Og, l'expression 

A (Ho(wso n) -I- sHo(x) - Ho(x)) 

reste bornée. Maintenant, d'après [3]3TT1 il existe une constante c > telle que pour 
tout n e iVo(A) 

n7(Ho(wso ")) < c 

pour tout zu G Ap^ . Choisissons pour A la somme des vj dans ^q+ ■ C'est une forme 
linéaire 0o-invariante et positive sur la chambre obtuse dans . On a 

(2) A(Ho(a;) - sJlo{x)) < C{f) 
pour une autre constante C{f). Posons 

X = H„{x)-T 
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et décomposons X sous la forme 



X = X^ +X^ + X^ + Xn 
où les X^ sont les projections de X sur les sous-espaces a^. En particulier 

(3) T. ^«"'^ 
avec les Cq < d'après (1) et 

(4) = Y. ''-^^ 

avec les > si l'on suppose ^ 0. Maintenant (2) se récrit 

A((Ho(x) - T) - s(Ho(ï) - T) + (T - sT)) < C 

soit encore 

(5) A((X - sX) + (T - sT)) < C 
On observe que, pour notre choix de A, 

\{X) ^ X{X§) 
mais il résulte de ll.5.2l aue. en posant Sq = 9q^{sq) 

est une combinaison linéaire de racines positives avec pour coefficients des (3{Xq), 
où f3 est une racine simple, qui sont des réels positifs d'après (4) et donc 

X{X§ - sX§) > 

et (5) implique 

A(T - sT) < C + XisiX^ + X§ + Xi^)) . 

Supposons l'intégrale de l'énoncé non nulle pour ô G W{Q,R) avec ô ^ Sq comme 
double classe modulo Q{F). En particulier 6 — Ws avec s = sq x et sq 7^ 1 ; 
donc il existe une racine a > dans le système de racines de R~ avec SqU < et 
il résulte de 11.5.21 que 

A(r - sT) = A(r - sqT) 

est arbitrairement grand pour T assez régulier. Pour montrer que ceci est impossible 
il suffit de montrer que 

X{s{X^ + + ^fl)) < ■ 
Comme s'qXh e an on a X{sXfi) ~ 0. On rappelle que 

Os D aq et s(as) D ag 

et donc 

d'où on déduit que X{sX^) = 0. O n a 

A(sX^)= ^ c„A(sa^) 



cteA 
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avec Cq < d'après (3). Mais, pour a G on a = + 7^ où f3 est la racine 
de Ap^ — Ap^ qui se projette sur a G A^ et 7^ g Qg . Mais 

et donc s/3 est une racine positive par choix des représentants dans W(Q,iî). Il 
reste à observer que 

puisque 57^ est orthogonal à ag. 

□ 



Proposition 10.2.2. Supposons S e W(Q, R) et S ^ Ôq comme double classe 
modulo Q{F). Alors, pourT assez régulier (comme en \10.2.1\l . l'intégrale 

f 2^|(Ho(x) - T)aJ^'^Kq^s{x, x) dx 

J<21gQs{F}\G{A) 

est nulle. 

Preuve : L'expression 



/ 5^q(Ho(x) - T)A^''^Kq^s{x, x) dx 

J2lGQi(-F)\G(A) 

/ k^pec(.Q,5,x) dx 

J%aQAF)NJA)\G(A) 



s'écrit encore 

l'QlGQs(F)N,(h)\G 

avec 



k^pec{Q^^^x)= I aQ{'H.Q{x) -T)A^''^KQ^s{mx,mx)dm . 

■JQsiF)\Q,{F)Ns{A) 

Mais kJ^p^^{Q,6,x) est égal au produit de d-Q{'H.Q{x) — T) et de l'intégrale double 
/ / KQ^s{nQnsX,nQnsx)dnQdns 

JNp iF)\Np (A) Jnq (A)nQa (A)\ArQ (A) 

OÙ = Ns n Mq. Compte tenu des invariances de Kq s observées dans 110.1.21 
l'intégrale double s'écrit encore 

A'^''^KQ^s{ns X, nq x) dug dug . 



Np(F)\Np{A) J NQ{A)nQsiA)\NQ{A} 

On invoque alors 110.2.11 

□ 

Par abus de notation nous écrirons 

ôo e W(Q, R) 

pour exprimer que la double classe modulo Q{F) définie par Ôq appartient à l'en- 
semble W(Q, R). On rappelle que, par définition de W{Q, R), on ne peut avoir 

So e W(Q, R) et ,5o G P{F) 
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que pour un seul sous-ensemble parabolique P avec Q 'Z P <Z R. Comme 

5o e Q+{F) c R-{F) 

on voit que 

(5+ = R~ équivaut à (Sq e W(Q, iî) . 
Dans ce cas, si P est le seul sous-ensemble parabolique qui vérifie Q C P C R on a 
ê(g,iî) := = (-l)«p-'»G . 

Nous poserons 

v{Q,R)= Y. i-ir-^''^ ■ 

{PIQCPCR} 

Ce nombre est nul sauf si un seul sous-ensemble parabolique P vérifie Q' C P C R 
auquel cas 

?jiQ,R)^i-ir^--o . 

On a donc 

I smon. 

Considérons maintenant 

Yqo = ^GQoiF)\GiA) avec Qo = Qsa = Q n Ô^^QSo • 
On a observé que Qq est un sous-groupe parabolique standard. 
Corollaire 10.2.3. 5*1 T est assez régulier (comme en \10.2.1]) . l'intégrale 

Xg 

est égale à la somme 

r^{Q,R) I à^{Ilo{x)~T)Al^'^KQ,Sa{x,x)dx . 
{Q,R\PoCQcR} •'^Qo 

Dans le cas non tordu on a simplement 



/ kjj^eci^) dx^ A^Kg{x, x) dx 



si T est assez régulier. 
Preuve : On rappelle que 

/ kl,,{x) dx=J2 R) f 2^q(Ho(x) - r)A[-'?A'Q,^(x, x) dx 

et que 

Kqm{x,x) = Y Y Kq^s{x,^x) . 

5eW(Q,iî) i&QeiF)\Q(F) 

La première assertion résulte alors immédiatement de 110 j^2l La seconde assertion 
résulte de ce que, dans le cas non tordu, la condition Ôq G W(Q, R) implique Q ^ R 
mais 12.10.41 montre que crS = sauf si Q = G. 

^ □ 
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10.3 Contrôle du développement en x 

Proposition 10.3.1 ([3] Lemma 2.3). Soit Q ~ NqMq un sous-groupe parabolique 
de G. Soit Pi des sous-ensemble parabolique de G avec Q G Pi. Soit x une donnée 
cuspidale. Supposons données une famille finie d'éléments Xi et yi dans G{A) et 
des constantes Ci telles que 

Ci / Kp {nmxi,yi) dn = 

Jnq{f)\Nq{a) 

pour tout m G A/g (A) tel que HQ(m) ~ 0, alors 



V'ci / Kp {nxi,yi)dn = 

Jnq{f)\Nq{a) 



Preuve : Posons 



et 



[m = 



/ y2 CiKp, Inmxi , yi) dn 

JNQ{F)\NQiA} 



(1) A{i') / (j)^{m)^{m) dm 

J M(F)\M(AY 

pour -0 g L^(X7\/). La fonction est le terme constant suivant Nq de 

^CiKp^{mXi,yi) 

ce qui annule les éventuelles contributions des données cuspidales attachées à un 
sous- groupe parabolique contenant Q strictement. On invoque la décomposition 
spectrale de 0. L'orthogonalité des contributions relatives à des données cuspidales 
inéquivalentes montre que A^iji) = si -0 est de type x' 7^ X- Mais par ailleurs, si 
est de type x on a 

A^ip) ~ j (j){m)ip{m) dm = 

par hypothèse. Il en résulte que l'intégrale (1) est nulle pour toute ■0 ce qui implique 
la nullité de la fonction continue 

m n> </>x("^) • 

□ 



Lemme 10.3.2. Soit Q = NqMq un sous-groupe parabolique de G. Soit x une 
donnée cuspidale pour Q. Supposons que 

KQ^Sa{x,y) + . 

Alors il existe un compact C C ao, m G Mq(A) avec HQ(m) — et E Q{F) tels 
que 

Uoirj9iy))-Uoimx)eG . 

Preuve : En reprenant la preuve de 110. 3. Il avec (f){m) = KQj{mx,y) on voit que 
KQ,s,xi^yy) implique l'existence d'un m G Mq{A) avec HQ(m) ^ tel que 
Kq s(mx,y) 7^ 0. On conclut en invoquant 110.1.31 

□ 
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Corollaire 10.3.3. Pour tout x 

/ A^''^KQ^s.x{'n's X, TiQ x) dug = 

JnP{f)\nP{a) 

sauf peut-être si S = Ôq comme double classe modulo Q{F). 

Preuve : On reprend la preuve de 110.2.11 en invoquant 110.3.21 au lieu de 110.1.31 

□ 

Nous allons maintenant énoncer un raffinement de ll0.1.'fl et ll0.2."3l On pose 



PDPo QCPC-R ÇeQ(F)\G(P) 



Théorème 10.3.4. 



E / \klix)\dx<oo. 



Si T est assez régulier (comme en \lU.2.7]) . on a 



f kl{x)dx= J2 V{Q,R) A^{TJ,Lo,x) 



{Q,P|Pocgc-R} 



Dans le cas non tordu on a simplement 



-'Xg -^Xg 



si T est assez régulier. 
Preuve : On a 



fcx(^)=E E kl{Q,R,ix) 

QCR ieQ{F}\G{F) 



avec 



k^iQ, iî, x) = 5^(Ho(x) - T)Aj''^ Y. (-1)"--"- , J^, x) . 

{P\QCPCR} 

mais compte tenu de 110.3.11 on voit en reprenant les arguments de 110. 1.11 que 

k'^{Q,R,x)^I{Q,R) à§{Uo{x)^T)A^'^KQMa(x,x)dx . 

Reprenons alors la démonstration de 110.1.71 II suffit de démontrer l'analogue de 
I10.1.6( à savoir la finitude de 



Yf 5|(Ho(x)-r) A^''3Aq.5,x(x,x) 
Il convient d'abord d'avoir pour 



dx . 
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des estimées similaires à celles obtenues pour |A^'*^A'q ; en particulier, l'analogue 
de 16.2.11 résulte de 17.3.21 Grâce à 110.3.11 on voit que les propriétés 110.1.41 et 110.1.51 
restent vraies pour Kq^s,x puisque son support est contrôlé par celui de Kq s- La 
convergence de 



J2 f \k^{x)\dx< 



/Xg 

en résulte. L'analogue du résultat d'annulation 110.2.11 mais pour x fixé, s'obtient 
lui aussi grâce â 110.3.11 

□ 



Chapitre 11 

Formule des traces : propriétés 
formelles 



On a 

On sait que 

k'^ = k'^ 

geom spec 

et on note fc-^ la valeur commune de ces deux fonctions. Dans ce qui suit l'indice • 
peut représenter une classe de conjugaison quasi-semi-simple o ou encore une donnée 
cuspidale x ou enfin être vide. Nous allons rencontrer le noyau de la formule des 
traces pour divers espaces tordus et diverses fonctions. Pour tenir compte de cette 
dépendance nous écrirons 

au lieu de kj{x). Rappelons enfin que la convergence des intégrales 

/ fcp(/,c.;x) 
a été l'objet des théorèmes I9.1.2l et lf0.3.4l 



11.1 Le polynôme asymptotique 

On a introduit et calculé en ll.Q.ll une fonction ^q{X) ; nous utiliserons ici son 
avatar tordu : soit Q un sous-ensemble parabolique, on pose 

1q{X)= f rQ(Ho(a),X)da= / TQ{H,X)dH. 



C'est un polynôme en X homogène de degré Og ~ cLq- 

On notera une fonction dans C'^{Mq{K)) telle que pour tout m G Mq{A) 
de la forme m = mçjôo avec hiq g Mq{A) et HQ(mo) G Og on ait 

M.m)d^^[ [ [ nk-^a-^mank)dadndk. 

Q JkJnq{A) J^G'^gy^Q 

Il est facile de voir que de telles fonctions fç existent. 
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Théorème 11.1.1. // existe une fonction polynôme 
dont le degré est inférieur ou égal à 



On — flp; = dim 
telle que si dp^ (T) > c(/) on ait 

Jl^''{f,uj)^ f fcp(/,w;a:) dx 
Q 

La constante c{f) est la constante de llO.l.^ qui est indépendante de f si • est soit 
vide soit o. Dans le cas • ^ x la constante c{f) dépend du support de f comme en 

Preuve : D'après [10.2. Il et 110.3.41 les intégrales sont convergentes. Rappelons que 

fcf''5(J^^.^)^ ^ (_l)ap-ag ^ ?p{H„{^x)~T)Kp^,{(x,^x) . 

C'est la définition lorsque • est soit vide soit • = o une classe de conjugaison 
quasi-semi-simple. Dans le cas • = x il convient d'observer, en utilisant 18.2.21 et 
110.3.11 que l'identité fondamentale 18 . 2"^ est encore valable pour k^. Pour alléger la 
notation on omettra dans le reste de la preuve l'indice ». Posons pour tout ensemble 
parabolique standard Q 

fcJ^(/,c.;x-)= Y. E (-ir^""«r|(Ho(ex)-r)i^^(ex,^z). 

{PlPoCPGQ} ieP{F)\QiF) 

Compte tenu de I2.9.4[ on a 

?piH-x)^ E (-ir«"'''^r^(i/,x)f|(ij) . 

PCQCi?. 

On observera que la fonction H i— > rg(iJ, X) ne dépend que de la projection de H 
sur ag. On a alors 

F+^''5(/,..;a;)=E E T q{1Îo{x) - T, X) kl'"" {f,u; x) 
Q veQ(F)\GiF) 

et donc, pour T et X assez réguliers, on a 

/ fc^+^^^(/,w;x)dx = E / rQ{lio{x)-T,X)kl'''{f,u;;x)dx 

avec 

Yq = %GQ{F)\G{k) 
les intégrales étant absolument convergentes. On obtient 

/ fc^+^'^(/, c^; x)dx = y^ 7q(^) / ^) dx . 
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Compte tenu de la définition de /g et de la décomposition d'Iwasawa on voit que 

%Q<liGQ{F)\G{A) '■^ ix„Q 

et donc en posant, pour T et X assez réguliers, 



.r^^if,u;)= / e^^if,u;;x) dx 
on a 

Q 

Il reste à observer que 

est une fonction polynôme sur ao de degré Og — cl^. 

11.2 Action de la conjugaison 

Soit y G G{A) et posons 

fy{x)=f{yxy'') 
et soit /g y e C^{Mq{A)) telle que, pour tout m G Mq(A), l'intégrale 



f^y{zm)dz 



soit égale à 



^^Sôimf'^l I I nk-^.mnk)u,ik,y)d.dndk 



j{Q) ' JvlJnq[k)J%q 



UQ{k,y) 



f T^{H,-no{ky))dH 



■'G \"Q 

,-1 



□ 



5\« 

De plus, si / est K-invariante i.e. si f{kxk^^) = f{x) pour tout fc e K, alors 



fQ,yi^) = ^qiy) fqi^) où Ug(y) = u^ik, y) dk . 
Proposition 11.2.1. On a 

Q 

la somme portant sur les sous- ensembles paraboliques standard. 
Preuve : On utilisera les notations de la preuve de 111.1. Il et on pose 

k^/{f, oj- X, X) = rô(Ho(x) - T, X) kl'^if, oj- x) . 
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On observe que si x = nmk est une décomposition d'Iwasawa on a 

Uoixy)=lîo{x)+Uoiky) 

d'où on déduit que, 

F'^(F,w;x)=^ ^ fcJ^(r;a;,/,-Ho(fcy)) . 

Q n£Q(F)\G{F) 

On pose 

si X = nmk, ce qui fournit 

/ k^'^{P,^]x)dx = I Uç^{x,y)k^^{f,uj]x)dx. 

Il reste à observer que 

)ix,y) k'^''^{f,UJ]x)dx = / k^^'^{m,fQ )dm 



□ 



11.3 La formule des traces grossière 

Proposition 11.3.1. Les sous-groupes A/q et K étant fixés, la valeur du polynôme 
{f,uj) évalué en T — Tq est indépendante du choix de Pq. 

Preuve : Soit Pq' un autre sous-groupe parabolique minimal de sous-groupe de 
Levi Mq. Il existe s G W représenté par Wg tel que 

Pq' = W^'^PqWs . 

Si a; = n'm'k' est une décomposition d'Iwasawa relative à Pq' on pose 

H;,(a-)=Ho(TO') . 

mais on a 

Ho(u's a;) — Ho(u's n' m' Wg k') ~ sHo(™') + Ho(u's) 

et donc 

H[,(x) = s-i(HoKx)-HoK)) . 

Mais d'après [3.3.31 on a 

Ho(ws) = îo - sTq . 

et donc 

H[,(x)-ro = s-i(HoK x)-To) 
ce qui implique par exemple que si P' — wJ^Pws on a 

Tp (Ho (Ws x) - Tq) = fp,(Ho(.T) - To) . 

On conclut en observant que 

Kp {ws X, Wsy) ^ Kp,{x,y) . 

□ 



11.3. LA FORMULE DES TRACES GROSSIÈRE 



149 



La valeur de jj'^{f,u!) en T = Tq sera notée J^{f,uj). 
Théorème 11.3.2. La forme grossière de la formule des traces est l'identité : 

La somme sur o ne comporte qu 'un nombre fini de termes non nuls ( dépendant du 
support de f). Les divers termes sont indépendants du choix de Pg lorsque Mq et 
K sont fixés. 

Preuve : On rappelle que, compte tenu de l'identité fondamentale [S7^?^ : 
on a 

y: kiix) = Y. (-) • 

Pour T assez régulier on sait, d'après l!).l. 21 fou 19.2.41 si on préfère) et 110.3.41 que 



oo 



/ \k^{x)\dx<oo et X! / \k^{x)\ dx < 

On a donc pour T assez régulier 

Y I kJix)dx^J2 I ^x(^)'^^ 
ce qui fournit l'identité de polynômes en T : 

X 

Son évaluation en T = Ïq fournit l'identité cherchée. La finitude de la somme sur o 
résulte de 19.1.21 L'indépendance du choix de Pq résulte de lll.3.11 

□ 
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Quatrième partie 

Forme explicite des termes 
spectraux 
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Chapitre 12 

Introduction d'une fonction B 



12.1 La formule de départ 

Soit Q un sous-groupe parabolique de G. On rappelle que l'on a posé 
Q'^0^\Q) , Qo = QnQ' et Yq„ = 21gQo(-F)\G(A) . 

Si S C Q' est un sous-groupe parabolique on note (S) le nombre de chambres 
dans Og . Soit maintenant x une donnée cuspidale. On reprend les notations de l7.3l : 
en particulier on note 

une base formée de vecteurs K-finis de type % dans la composante isotypique 

Proposition 12.1.1. Le polynôme J^{f,uj), introduit en \ll.l.I[ admet la décom- 
position spectrale suivante : 



{Q,-R|PoCQC-R} ^«0 



pourvu que dpg{T) > c(f). 0' 

Preuve : D'après lll.l.ll pour T assez régulier, le polynôme w) admet l'ex- 

pression suivante : 



J^(/,c^)= / k^^{f,uj;x) dx 



soit encore, suivant riO.3.41 



{Q,R\PoCQcR} 



1. On observera que l'on n'afBrme pas la convergence absolue de l'intégrale multiple mais 
simplement la convergence des sommations itérées dans l'ordre indiqué. Un meilleur contrôle de 
la convergence est l'objet de la section [12.31 
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ou 



A^{T, f, Lu,x)= I 5^(Ho(x) - T)kI''^Kq,s„,^{x, x) dx . 

Ici Kq,s„.x Gst la restriction du noyau Kq Sq à L^(Xq'_g). La décomposition spec- 
trale fcf. 17.3.1]) fournit pour le noyau Kq sq^x expression de la forme suivante : 



KQ^Q,^„{x,y;n) = ^ {x, Ps^^^^{f,UJ)'^>,0o^l)EQ' {y,<S>, -Ji) 



*6B«'(<t) 



□ 



On remarquera que puisque l'ensemble (a) est une base de vecteurs K-finis 
de type x dans la composante isotypique AÇK.Qr , a) et que / est supposée K-finie, 
la somme sur $ est une somme finie : en effet il n'y a qu'un nombre fini de $ pour 
lesquels 

De plus, les résultats de Langlands sur la décomposition spectrale montrent de plus 
qu'il n'y a qu'un nombre fini de a pour lesquels B^{(7) est non vide. 

On aura besoin d'une variante de cette proposition faisant intervenir les mul- 
tiplicateurs d'Arthur, imitant en cela les sections 3 et 4 de [5] dont on rappelle 
brièvement le contenu. On considère le groupe de Lie Gœ = G{F®R). Considérons 

f) = îf)K © f)o 

où f)K est une sous-algèbre de Cartan du sous-groupe compact maximal K^o et 
[)o l'algèbre de Lie d'un tore déployé maximal de Goo- En particulier f)c est une 
sous- algèbre de Cartan pour gc- On notera Wc le groupe de Weyl complexe de 
Goo et Wc son ordre. On dispose de la théorie des multiplicateurs d'Arthur ce qui 
permet de construire des fonctions fx G C^{G{A)) pour X <E i) vérifiant 

seWc 

pour toute représentation admissible irréductible tt et où v^^ est le caractère infini- 
tésimal de TToo. On considère ici v^: soit comme une forme linéaire Wc-invariante 
sur [} soit comme un élément de f)* ® C. L'extension au cas tordu est immédiate. 
En particulier on a 

Corollaire 12.1.2. Pour tout X e 1), si dp„{T) > c(/)(l + ||X||) on a 

pl{X) = jl{fx,uj)^ J2 V{Q,R) A^iTJx,uj,x) ■ 
{Q,R I PoCQCiî} 
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et 



{Q,R\PoCQGR} ''^Qo 

^ nQ'(S) ^ ^ 

{S\PoCSCQ'} ^ ' <Tena.,^{Ms)^(=i3^\^) 



Preuve : Ceci résulte de 112.1.11 compte tenu de la dépendance en X du support 
de fx- On renvoie le lecteur à ([5] Proposition 3.1) pour un énoncé précis de cette 
dépendance. 

□ 



12.2 Estimations 

Dans cette section on établit des raffinements des estimées 16.2.11 et 17.3.11 

Lemme 12.2.1. Soit h une fonction à support compact sur G{K), à valeurs > 0. 
Alors il existe c > tel que 

J2 I h{x-'zjy)dz <cSp„{xY/^Sp,M'^' 
pour tous x,y G &^ . 

Preuve : Soit h une fonction à support compact sur G(A), à valeurs > 0, et soit 
x,y Ç &^ . On veut évaluer 

^ / h{x~^ z-/y) dz . 

Il suffit d'évaluer le nombre de 7 tel que x~^^y £ ft, où fl est l'intersection du 
support de h avec G'(A)^. Cet ensemble Çî est compact. D'après [3.5.51 

Ho(a;) - Ho (y) 

appartient à un compact. Quitte à agrandir 51, on peut donc supposer x = y. Fixons 
un élément régulier Ti et utilisons la partition l3.6.3l : il existe un unique parabolique 
standard R tel que 

(*) F^,(x,ri)Tfl(Ho(.T)-Ti) = l . 

Si x^^7X G Î7, on a 7X G xQ, et quitte à agrandir encore fi, on peut supposer 
X G 2lo(t). On a donc 

T^(Ho(72:)-T2) = l 

pour un T2 G Ti +Ho(51). En prenant Ti assez grand, le lemme [3.6.11 impliq ue que 
7 G R{F). On a déjà supposé x G 2lo(t), on peut écrire x ^ avec H <E aç). La 
condition (*) entraîne que reste dans un compact. La condition x~^jx G il 
entraîne donc 
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où rî' est un compact plus gros. En notant Mji le Levi standard de R, on est ramené 
à évaluer le nombre de 

{5,Ji)eMR{F)y.NR{F) 

tels que x~^ôrjx G fi. Puisque e^" commute à (5, cela entraîne que 5 reste dans 
un compact indépendant de e^^. Ces 5 sont en nombre fini et on est ramené à 
évaluer le nombre de £ Nr{F) tels que x^^r/x G C, où C est un sous-ensemble 
compact de 7Viî(A). Par l'exponentielle, on descend à l'algèbre de Lie xir et on 
doit évaluer le nombre de X G nR{F) tels que ad{x)~^{X) G £, où £ est un sous- 
ensemble compact de niî(A). On peut majorer la fonction caractéristique de £ par 
une fonction ip G C°° {n]i{A)) à valeurs positives ou nulles. Notre nombre d'éléments 
est majoré par 

J2 i^{ad{x)-\X)) . 

On utilise la formule de Poisson, en identifiant le dual de riR à l'algèbre opposée n^. 
La transformée de Fourier de tpoad{x)~^ est Sr{x)'iI: o ad{x)~^ . La somme ci-dessus 
est égale à 

Ôr{x) Y1 ^{ad(xr\X)) . 

Puisque x G 2lo(i), ad{x)~^ dilate et la dernière série est bornée indépendam- 
ment de X. On obtient une majoration par ôii{x). Puisque Fp^{x,Ti) = 1, ce terme 
est lui-même essentiellement borné par Spg{x) Q'. Enfin, puisque xy~^ reste dans 
un compact, ce dernier terme est essentiellement borné par (x)^/^(5_Po (y)^/^. 

□ 

On rappelle que (a^)* est naturellement un sous-espace de ()* (avec f) comme 
dans ll2.I|) . Notons l)^'* son orthogonal. À la représentation a est associé un para- 
mètre A(cr) G (fie)*- 

Lemme 12.2.2. Soit ip une fonction de Paley-Wiener sur (fl^^)*. Alors il existe 

une fonction (f> sur t)^ vérifiant les conditions suivantes : 

(i) (j) est de Paley- Wiener ; 

(a) (j) sst invariante par Wc ; 

(m) pour tout fj, G i{ag)* , 0(A((t) + ij,) > \(p{iJ,)\'^ . 

Preuve : On choisit une fonction de Paley-Wiener ip^' sur (fj^)* telle que 

^^(A(a)) = 1 . 
On définit une fonction çii sur f)J par 

pour ly G f)^, où vs et i/^ sont les projections orthogonales de ly sur (af c)* Clc)*- 
Décomposons A(ct) en ses parties réelles et imaginaires ; A(tT) = X{a) + iY{a). 
Notons W C Wc le fixateur de X{a) dans Wc. Pour w ^ W' , on a 

w-\X{a)f j^X{<j) 

(sinon, par comparaison des normes, on a 

w-\X{a)) = w-^{X{a)f = X{a) 

2. "essentiellement borné" signifie pour nous qu'il existe c tel que le terme soit majoré par 
cSpo (^) 
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et w € W). On peut donc choisir 13^ <E i)^ tel que ^{X{a))) ^ l3^{X{a)). 

Définissons 02 par 

M'^) = M'^) n (/3»(^""'M)-/3»(A(a))), 

puis 03 par 



enfin (j) par 

Cette fonction vérifie évidemment les deux premières conditions de l'énoncé. Véri- 
fions la dernière, soit donc ly = X{a) + fi, avec fi S i{ag)* . Pour w W le terme 
<f){w{i')) contient le facteur (3w{j^) — /3ii>(A(cr)). Puisque (5^ est orthogonal à (a^)*, 
on a f3w{v) = /3uj(A(cr)) et le facteur précédent est nul. Donc 

w£W' 

Pour w G VF', la partie réelle de wlv) est X{(t). Donc 



-^(î^) + 2X{(j) = w{v) 

et 



03(w(z^)) = (j)2(w(v))4>2(w{v)) > . 

On peut abandonner les w 7^ 1 : (f>{i') > <f>3{i') = \(f>2{iy)\'^ . Pour w ^ W, la partie 
réelle de 

est Pw{w~^{X{a))) — l3.u]{X{a)) qui n'est pas nulle. Donc 

est minoré par un nombre strictement positif. On en déduit une minoration 

102(^)1 > c|0i(j/)| = C\(p{fl)\ 

pour un certain c > 0. D'où 

0(1.) >c2|^(//)|2 . 

□ 

On fixe Q et R avec rj{Q, R) ^ 0. Cette condition équivaut à ce qu'il existe un 
et un seul parabolique, que l'on note P, avec Q C P C R et 9o{P) = P. On fixe S 
et a. Pour G B^{a), on peut écrire 

où la somme est finie et est une fonction de Paley- Wiener sur (afc)*- L'ex- 
pression souhaitée pour w) est donc combinaison linéaire d'intégrales itérées 

(1) / d^{ïiQ{x)-T) [ A''^QEQ{x,<S>,eofi)'ËQ'{;^;^^{fi)dfidx 
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où est une fonction de Paley-Wiener sur (a^c)* et dont nous devons montrer la 
convergence. 

On note L, L' , Lq les Levi standard et Nq, Nqi, Nq^ les radicaux unipotents 
de Q, Q' et Qo- On fixe un ensemble de Siegel &^ pour le quotient L(F)\L(A)^. 
On choisit un sous-ensemble compact î7jvq C Nq{A) tel que Nq{A) = Nq{F)ÇInq 
et on pose 

C'est un ensemble de Siegel pour le quotient (5(F)\G(A)^. On introduit de même 
des ensembles , ©'' , ©^°, ©"^^ et un ensemble ©'~^. 

Proposition 12.2.3. Soient et tp comme ci-dessus. Alors il existe c > tel 

que 

[ \EQ{x,^,9o^i)EQ'{y,'^',^iM^,)\dfl < c5p,{xY'^5pM"^ 

pour tous X G ©'^ et y Cz . 
Preuve : Posons 

= / \EQix,<P,9o^l)EQ'{y,^^/,^l)ip{^l)\d^l . 

L'élément $ est A'-fini. La fonction 

x^ 5Qix)~^^^E^{x,^,eofi) 

est invariante à gauche par Nq{A) et sa valeur absolue est invariante à gauche 
par Stg. Les termes relatifs à Q' vérifient des propriétés similaires. Il en résulte 
l'existence d'un nombre fini de couples tels que pour ne^xk E ©*3, avec 

u € Nq(A), h g Qq, X G &^ , k £ K, et pour un élément similaire u'e^ yk' G &^ , 
on ait une majoration 

J{ne"xk,u'e"'yk',^,-^,^) < jQ(e^)i/25Q, (e^y/^ ^ J(a;, y, (p) . 

i 

On peut donc se limiter à majorer J{x, y, î', (p) pour x G &^ et y G &^ . D'après 
un théorème de Dixmier et Malliavin |21) . on peut décomposer ip en somme finie 
de produits de deux fonctions de Paley-Wiener. Cela nous ramène au cas où ip est 
produit de deux telles fonctions (pi et ip2- Par l'inégalité de Schwartz, on voit que 

J{x,y,<î>,-f,pf 

est majoré par 

/ \EQix,'S>,eofi)Mt^)fdfif \EQ'{y,^^J,^,)M^,)\^d^i . 

Les deux facteurs sont du même type, à quelques changements inessentiels près. 
Cela nous ramène à prouver que, pour et (p fixés, il existe c tel que 

/ \E'^'{y,'î',fi)p{fi)fdfi<cSp,{y) 

pour tout y G ©^ . Il existe $^ appartenant à une induite convenable pour le 
groupe L' tel que 

£;«'(2/,*,M) = i?^'(y,<f>^',M) 
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pour tout y G . On peut donc aussi bien supposer ici Q' ~ G. On supprime 
alors les primes et on pose 

= / \E''{y,<^>,^iM^l)\^d^l . 

De nouveau, on peut supposer que tp = ipitp2 et on utilise l'inégalité de Schwartz : 

J{y,'S>,cp'')^ < J{y,'S>,cpt)Jiy,'S>,ipt) . 

Cela nous ramène au cas où (p est un carré, disons ip ~ ip^. On applique le lemme 
I12.2.2l à (pQ, soit (j) la fonction qui s'en déduit. Alors 

(2) Jiy, $, < f E'^iy, $, ^i)(t>iX{a) + ti)EG{y,^, iJi)cj>{\{a) + ii)dn . 

On peut inclure dans un sous-espace V de dimension finie de l'induite qui est 
une somme de composantes isotypiques pour l'action de K. Soit V le supplémen- 
taire de V invariant par K. D'après [H] théorème 3 (qui est une conséquence d'un 
théorème d'Arthur), il existe une fonction h G C^{G(A)) telle que Ps a (il 
s'agit de l'action non tordue usuelle) annule V' et agisse sur V par multiplication 
par (j){X{(j) + fi). Considérons alors le noyau KcHh* -k h)^;y,y). Son expression 
spectrale est somme de termes tous positifs ou nuls et l'un d'eux est le membre de 
droite de la relation (2). On en déduit l'inégalité 

J{y,'S?,ipt)<I<G{{h*^h)';y,y) . 

Mais 

Kciih* -kh)l;y,y) = ^ / h* * h{y-^ zjy) dz . 
Il reste à appliquer le lemme [1 2 . 2 . Il pour obtenir la majoration cherchée. 

□ 

Proposition 12.2.4. Soient ^, et ip comme ci-dessus. Alors l'intégrale 

f a^^QeQ (a;, $, eç,^l)EQ'{y,■^,^Ji)^{^Ji) dy. 

est absolument convergente. Il existe un réel D et, quel que soit le réel r, il existe 
c > tel que cette intégrale soit majorée par 

c||y||^e^ll^ll||x^||- 

pour tout y et tout x ~ x^ , avec H E aq et E &^ . fff 

Preuve : L'opérateur A"^'*^ est une combinaison d'intégrales sur des compacts et de 
sommes finies, affectées de signes. Considérons l'opérateur (idiot) où on supprime 
les signes, notons-le A_|_'^. Il est clair que 

|A^'Q(/i)|<AÎ^^(|/.|) 
pour toute fonction h sur Q{F)\G{A). Alors l'expression 

/ |A^'Qi?«(x,$,0oM)^ËÔ^(y^¥7^^(Ai)|dM 



3. Ici, T est considéré comme fixé ; on ne se demande pas comment le c ci-dessus dépend de 

T. 
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est majorée par l'iniage par cet opérateur de la fonction 

a: ^-> J(x-, y, $, *, ^) . 

Or cette image est définie par une intégrale convergente, grâce à la proposition 
112.2.31 et parce que, comme on vient de le dire, A^'*^ ne fait intervenir que des 
intégrales sur des compacts et des sommes finies. Considérons maintenant la même 
expression sans les valeurs absolues : 

/ A^'0£;« (x, $, eoii)EQ'{v,^,ii)^{ti) dii . 

Elle est obtenue en appliquant A-'"''^ (portant sur la variable x) à l'expression 

/ E'^ix, 0o^J,)EQ'{y,^,^lM^l) dii . 

Celle-ci est à croissance modérée en les deux variables d'après la proposition 1 1 2 . 2 . 3l 
Ses dérivées en x sont des expressions similaires, la fonction est donc uniformément 
à croissance modérée. La majoration de l'énoncé se déduit alors de 14.3.21 

□ 



12.3 Convergence d'une intégrale itérée 

Dans la suite le terme T est un élément régulier de Qq, fixe par 9o •0). On le 
limite à un domaine défini par des inégalités 

Cl < a{T) < C2dp,{T) 

pour tout a G Aq, où ci et C2 sont des réels strictement positifs arbitraires mais 
fixés (avec Aq = Ap,,). Dans un tel domaine, les fonctions dpg{T), \\T\\ et a{T) 
pour a € Aq sont équivalentes. 
Considérons l'intégrale itérée 



/ 5^(HQ(y)-r) / A^^QEQiy,^,9o^i)EQ'{y,^,^lM^,)d^l 



dy 



où ip est une fonction de Paley- Wiener. L'intégration sur Yg^ se décompose en une 
intégration sur le produit 

{Nq,{F)\Nq„{A)) x (io(F)\Lo(A)i) X a§„ X if . 

Par ailleurs, la fonction que l'on intègre est invariante à gauche par NQ{A)r\NQr (A). 
Posons Qq = Qo n i, Qq = QqCi L'. L'application naturelle 

NQ,{F){NQ{A)nNQ,{A))\NQ,{A) ^ 

{Nq.{F)\Nq.{A)) x {NQr^,{F)\NQ^,{A)) 

est un isomorphisme. On peut aussi bien intégrer sur 

iNQ.{F)\NQ.{A)) X {Nq^,{F)\Nq^,{A)) x {Lo{F)\Lo{Ay) x a§„ x if . 



4. Il faut garder en mémoire que l'on va in fine évaluer les polynômes en T = Tq qui n'est 
pas nécessairement (9o-iiivariant. Mais ce n'est pas une difficulté étant donné que les polynômes à 
évaluer ne dépendent que de la projection de T sur les invariants 
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On remplace y par nn'xe^k (avec x appartenant à Lq{F)\Lq{AY) . La mesure dy 
se transforme en ÔQg{e^)^^dn dn' dx dH dk. L'intégrale sur K est inofïensive, on 
l'oublie. Posons 



(1) linn'xe") 



[ A^'^^E^inxe" , $, eo^Ji)EQ' (n'xe^, î-, ^J)ip{^l) dfi 



Lemme 12.3.1. Il existe un sous-ensemble compact w C tel que, si I{nn'xe^) 
est non nul, alors (dans les notations de \2.12\) q{H) G w. 

Preuve : En effet, on a 

I{nn'xe")^f f A^^^E^^inxe" ,<î>,eoifiQ' + fJ.^')) 

(2) J^(ç,1')' J^alf 

On a aussi 
et 



EQ'{n'xe",^,IJQ, + fiQ') = 6Q,{e"Q'y/^e-<"Q''''Q'>EQ'{n'xe"'^' ,^,fiQ') 
L'expression pour I{nn'xe^) contient donc la sous-intégrale 



(3) 



C'est la transformée de Fourier partielle de la fonction Lp, évaluée au point 

(^o^{Hq) - Hq, . 

Puisque ip est de Paley- Wiener, cette transformée de Fourier est à support compact. 
Plus précisément, il existe un sous-ensemble compact lo' C Oq, tel que, quel que 

soit jjP , le support de cette transformée de Fourier soit inclus dans lo' . Donc 

e,\HQ) - Hq, ^ UJ' 
ce qui équivaut à q{H) G 9q(u)'). 

□ 

Proposition 12.3.2. L'intégrale 

f d^{nQ{y)~T) [ K^^QE<^ {y, $, eo^l)EQ' (y, ^, dfi dy 

est convergente. 
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Preuve : On doit prouver que le produit de I [nn' xe^ ) avec 

à^iH^T)5Q,ie")-' 

est absolument intégrable. On peut découper le domaine d'intégration en H grâce 
à la partition [T773] appliquée au cas P = Qq et R = Q. C'est-à-dire que l'on peut 
fixer un sous-groupe parabolique P' avec Qq d P' Cl Q et imposer que 

^p'^{H-T)t%{H-T)^1 . 

Compte tenu de l2. 12.51 on en déduit la majoration 

(4) ||(iï-rQ„)||«i + ||(i/-r)^,|| 

pour tous T, H tels que 

â^{H-T)cl,^[{H-T)T%iH-T)^l et q{H) e . 
Au lieu d'intégrer en 

X e Lo(F)\Lo(A)i 

on peut intégrer sur x G . Pour tous n, x et H, on peut choisir 7 e L{F) tel 
que 

y = jnxe G (5 . 
D'après la proposition 112. il existe D tel que, pour tout r, on ait une majoration 

(5) ÔQ,ie")-^\Iinn'xe")\ « \\xe" \\" e^'^^^^'^y'^^^ . 
Montrons que l'on a la relation 

(6) ||i/^,|| + ||Ho(2;)|| <l + \\Ho{y')\\ . 
D'après [3.5.4i il existe c G R tel que 

îu„(Ho(7-'y')-Ho(y')) <c 

pour tout a G soit encore 

w^{hQ + noix)- Ho{y'))<c. 

C'est dire qu'il existe H' tel que H' — Ho(î/') soit borné et tel que 

H' = + ïîo{x)+X 

où X est combinaison linéaire d'éléments à coefficients positifs ou nuls de coracines 
pour a G A^. Écrivons X comme une somme : 

X = Xi + X2 + x^ 

où les Xi sont combinaison linéaire d'éléments à coefficients positifs ou nuls de 
coracines pour a G Si avec 

El = A«? - A^' , S2 = A^' - A^° et S3 = A^" . 

Parce que 

T%{H-T) = 1 
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Hp, est dans le cône engendré par les nj^ pour îu E Ap, , lequel est contenu dans 
celui engendré par les «p, , pour a e Aq — . L'élément Xi^p' appartient à ce 
dernier cône. On en déduit 

||iî^,|| + ||Xi,p,|| « \\H%+Xi,p,\\ = \\H'p,\\ « \\H'\\, 

puis, parce que Xi t-^ Xi^pi est injective sur le cône auquel appartient Xi, 

(7) + 
On a 



D'où 

La relation (4) entraîne 



x2ii<<iix2,Q„ii<<iiiî/;:ii + iii/'ii + iixii 



Q 



ii^$oii«i + ii^: .. 

(la constante implicite dépend de T). En utilisant (7), la relation ci-dessus devient 
(8) IIX2II « l + . 

Parce que x appartient à (3^", Ho(a;) appartient, à une translation fixe près, au 
cône engendré par les (n7^)'3° pour a G A^°, a fortiori à celui engendré par les a^. 
On en déduit 

||Ho(.t)|| «l + ||Ho(x)+X3|| . 

D'autre part, on a 
D'où 

||Ho(x)|| « l + ||if'|| + ||Xi|| + ||X2|| . 
Grâce à (7) et (8), on obtient encore 

||Ho(x)|| + . 

Cette relation, jointe à (7) et au fait que H' — Ho(y') est borné, entraîne (6). En 
utilisant (3) et (6), et en se rappelant que le r de la relation (5) est quelconque, 
cette dernière relation entraîne 

pour tout r. L'intégrale de l'énoncé, limitée comme on l'a dit au domaine défini par 

0^1(iï-T)r^,(iï-T) = l 

est alors bornée par l'intégrale de l'expression de droite ci-dessus sur le domaine 
suivant : x parcourt , H parcourt un sous-ensemble de sur lequel 

||iJ|| « l + \\H%\\ 

et n et n' restent dans des compacts. Pour r assez grand, cette intégrale est finie. 

□ 
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12.4 Transformation de l'opérateur A^'^ 

On veut calculer l'expression : 

/ à«(HQ(y)-r)/ A^'Qi?Q(2/, Ps,.Af^ ^)*' ^oAi)i?«' (y, 1>, m) dy. dy . 

On décompose l'intégrale sur Yq„ comme dans la preuve précédente. On peut 
commencer par intégrer sur 

iNQ.iF)\NQ.iA)) X (iVQ.,(^)WQ„-'(A)) . 

Cette intégrale étant à support compact, on peut la permuter avec l'intégrale sur 
i(ag)*. On obtient pour composée de ces deux intégrales l'expression 

(1) / {A^^Qe'^)q, ixe"k, $, eo{pi))E2l {xe^k, ^)^(^) d^i 

les indices Qq signifiant que l'on prend les termes constants. Le lemme H . 1 . 21 impliq ne 
que ceci est nul si (j)Q^{H — T) ^ 1. Dans la preuve précédente, on avait découpé 
le domaine d'intégration en H selon des paraboliques P' . On voit que maintenant, 
seul le domaine correspondant à P' ~ Q donne une contribution non nulle. 

Remarquons que les diverses relations que l'on a établies dans la preuve pré- 
cédente s'appliquent aussi bien à l'intégrale ci-dessus. La relation (4) implique que, 
pour les H qui vérifiant 

a^{H -T) = l 

l'intégrale est nulle hors d'un domaine \ \H — Tq^W < c, où c est indépendant de T. 

On fixe un réel 77 avec < 77 < 1 que l'on précisera dans la proposition 
112.5.11 et sera à l'œuvre dans la section 112.61 (on le supposera alors assez 
voisin de 0). 

Pour Z g Og^, on note la fonction caractéristique du sous-ensemble des 
X S a{f tels que ||X|| < \\Z\\. Remarquons que, quitte à agrandir le c' ci-dessus, les 
relations 

dp„(r) >c'(c+l) et \\H-Tq„\\<c 

entraînent 

\\H'^-Ti\\<\m 

autrement dit k^'^{H'^ — Tq^) ~ 1. En utilisant le lemme 14.2.21 on obtient que, 
pourvu que dpQ(T) > c'(c + 1), l'expression (1) multipliée par (Tq{H — T), vaut 

K^^iHQ ^Tg)à§iH ~T)q^l^iH -T) 

f AÎ^[«''l>Qo£;Q (^gH^^ ^oi^^))E2lixeHk,^,^lM^l) 

si \\H — TçgW < c, et sinon. Mais la preuve de la relation Il2.3.2r 4) s'applique 
aussi bien à l'expression ci-dessus : cette expression est nulle si \\H ~ Îq„|| > c. 
Donc l'expression (1) multipliée par ^q{H — T) est égale à l'expression ci-dessus 
pour tout H. 

Il est utile de préciser le nombre c, qui dépend de ip. Pour X £ l), notons 
g<x,»> fonction 

^ ^ e<^4^> sur 7(af )* . 

Que se passe-t-il quand on remplace tp par ipe'^'^''^ ? En examinant les preuves, on 
voit que le nombre c est essentiellement borné par le sup des normes des éléments 
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du compact ui de 112. 3.11 Ce dernier est lui-même essentiellement le support d'une 
transformée de Fourier partielle de if. Quand on remplace ip par son produit avec 
g<x,»>^ le nouvel w est essentiellement un translaté du w initial par une projection 
de l'élément X. Le sup des normes de ses éléments est donc essentiellement borné 
par 1 + Il en est donc de même de la constante c. On a obtenu la proposition 
ci-dessous. 

Proposition 12.4.1. Il existe c{(f) > tel que : 

(i) pour ApgiT) > c{lp), on a l'égalité entre 

f à§(HQiy)^T) f A^-QEQ{y, $, do^i)EQ' {y, vf, ^)^(^) dfi dy 

et 

f f f ^"^"^{hQ ^Tgy^iH -T)^l^iH -T)ÔQ,ie")-' 

f A^l^'^l'«"£:g^ {xe"k, $, eofi)E^'^{xe"k,^,n)ip{n) dk dx dH; 

/i(af)* 

(ii) l'intégrale intérieure en fi du membre de droite ci-dessus est nulle pour tous 
Xj k sz 

\\H-Tq,\\>c{^) 

(m) pour (p fixée, on a une majoration c{ipe'^^'*^) << (1 + | |X| |) pour tout X € t). 

12.5 De nouvelles majorations 

Proposition 12.5.1. Pour H E Uq^^, considérons 

E2lixe"k,^,fi)Lp{fi)\d^idkdx . 

(i) On suppose (1>q^{H — T) = 1. L'expression ci-dessus est convergente. 

(ii) Il existe rjQ avec < rio < 1 tel que si rj vérifie < rj < rjo, la propriété 
suivante soit vérifiée. Il existe c > telle que l'expression ci-dessus soit majorée 
par cJQo(e^)dpo(T)^™("?") pour tout T et tout H vérifiant 

Preuve : L'intégrale sur K est inessentielle, on l'oublie. On veut majorer l'intégrale 
intérieure. Comme dans la preuve de la proposition 11 2 . on se ramène à majorer 
deux types d'intégrales : 




et 



(2) / \Eg{xe",^,fiMfi)\^dfi . 

Considérons la seconde, que l'on peut écrire 
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Sous cette forme, on voit qu'elle se déduit de l'intégrale 



E'^ (y,*,/.)i?Q'(2/',vl/,^)|^(^)|2d^ 

(»f)* 

en prenant les termes constants en chacune des variables y, y', puis en posant 
y ^ y' = e^x (prendre des termes constants consiste à intégrer sur des com- 
pacts, cette opération commute à l'intégrale sur i{ag)*). Fixons une fonction h'^ 
sur Q' {F)\G{A)^ , à valeurs positives et telle que 

hQ' (y) « ÔpM'/' « hQ' (y) 

pour tout y £ : par exemple la fonction 

hQ'iy)= Y. '5p,(72/)^/'leQ'(7y) 

où IgQ' est la fonction caractéristique de . La proposition 11 2 . 2 .51 nous dit que 
la dernière intégrale ci-dessus est essentiellement bornée par {v)h'^ [y')- Donc 
(2) est essentiellement bornée par 

La fonction h'^ est à croissance modérée, donc /ig^ aussi. Pour H fixé, l'expres- 
sion (2) est donc essentiellement bornée par pour un entier D assez grand. 
Considérons l'expression (1). Elle se déduit de même de 



(3) / EQiy,^,^^)EQiy',<è,^^)\^i^^)fd^^ 

en prenant en chaque variable les termes constants puis en appliquant l'opérateur 
A-^I^ ].Qo^ enfin en égalant y = y' = xe^ . Quand on prend les termes constants, 
on obtient comme ci-dessus une fonction essentiellement bornée par 

où h9 est l'analogue de h'^ . Mais une majoration analogue vaut pour les dérivées 
en y et y' de notre fonction : en effet, par les procédés que l'on a déjà employés, 
de telles dérivées se majorent par des combinaisons linéaires d'intégrales similaires. 
Donc notre fonction est à croissance uniformément modérée en les deux variables y 
et y' . Quand on applique ensuite les opérateurs A-^I^ l-'^o , on obtient une fonction à 
décroissance rapide en les deux variables grâce à lOJ (l'hypothèse (j)^^{H-T) = 1 
assure que T[iî'^] est régulier). Donc, pour tout r, l'expression (1) est essentielle- 
ment bornée par ||x||~'' pour x G ©^°. Il en résulte que l'intégrale intérieure de 
l'expression de la proposition est à décroissance rapide en x. La première assertion 
de la proposition s'ensuit. Pour la seconde assertion, on a besoin d'un ingrédient 
supplémentaire. Montrons qu'il existe D tel que l'on ait une majoration 

(4) h'^^ixe")«ÔQ„{e"y/'\\xr 
pour tout H tel que Tq^{H) = 1 et pour tout x G 

On ne perd rien à supposer le temps de la preuve que Q = G. On peut aussi supposer 
que X = e^"(^^. Posons Y = H + Ho(a;). Considérons l'ensemble des paraboliques 
standard P' tels que Qq C P' et a{Y) > pour toute racine a S J^{Np'), où 
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on désigne ainsi l'ensemble des racines intervenant dans le radical unipotent Npi 
de P' . Remarquons que pour deux paraboliques standard P{ et Pjj ^t en notant 
= Pin Pi, on a 

S(iVp-) = I](7Vp.)Ul](7Vp^) . 

Notre ensemble de paraboliques est donc stable par intersection, il possède en consé- 
quence un plus petit élément que l'on note Pq. Si Pq ^ Qo: soit a G A^" — A^°. 
Le parabolique P'^ tel que Aq° = Ag — {a} contient Qq mais pas Pq. Il existe 
donc /3 G T,{Npi^) tel que (3{Y) < 0. On fixe un tel f3 que l'on décompose dans 
la base Aq. Le coefficient de a est strictement positif. Puisque TQg{H) — 1, on a 
donc < a{H) < P{H). D'où < a{H) < -/3(Ho(.t)). Cela étant vrai pour tout 

a E Aq^' — Aq on obtient une majoration 

||i/^"||«||Ho(x)||. 

A fortiori 

||y^ô||«||Ho(x)|| . 

On a supposé Pq 7^ Qq mais cette majoration reste vraie si Pg = Qo, auquel cas 

Y^ô ~ Ho(a:). Fixons v G W-^o tel que a{vY') > pour tout a G A^". Pour 

a G Ao — A^", on a a{vY) = {v^^a){Y). Puisque v G W^o, v~^a appartient à 
T.{Np^0, donc > 0. On a donc a{vY) > pour tout a G Aq. 

On a 

■JNQg(,F)\NQ„{A) 

Pour tout n dans un ensemble de représentants de A^Q(,(P)\A^Q(,(A), fixons 7 G 
G(P) tel que 7ne^ G fô*^. Calculons HQ(7rie^). En utilisant la décomposition de 
Bruhat-Tits, on peut supposer que 7 = ly'wv où w normalise le Levi minimal et 
G Np„{F). Alors 

HQ(7ne'*') = lio{e"'^wn') = wY + Ho(wn') 

où n' = vney . D'après 13.3.11 on a une majoration ra7(Ho(î«n')) < c pour tout 
w G Aq, où c est une certaine constante. On a 

wY ^vY + {wv-^ - l){vY) . 

Puisque vY est dans la chambre positive fermée, on a vj((wv~^ — l){vY)) < pour 
tout m G Aq. Donc ■cu{'H.o{'yne^) — vY) < c pour tout tu. Il en résulte que 

^P„(e^^)=Jp,(e("^)-é)<5;f(e(^>-)-«). 
On a (wy)^» = u(y^o) et, par construction, (wF)p^ = ^^é' donc 

On obtient 

On a montré que et Hl^^"!] étaient essentiellement bornés par ||Ho(x)||. Il 

en résulte que le produit des deux derniers termes ci-dessus est borné par ||a;||^ 
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pour D assez grand. L'intégration en u se faisant sur un compact, (4) en résulte. 
Montrons que pourvu que 77 soit assez petit, l'hypothèse 

(5) à^[H - T)ç^^^{H T)K^'^iHQ Tg) = 1 

implique 

En effet, pour 

Qo Qo 

l'hypothèse àj^iH - T) implique a(iÎQ) > «(Tg). L'hypothèse (j)%^{H - T) 1 
implique que — Tq^ est combinaison linéaire à coefficients négatifs ou nuls de 
/3 pour /3 G A§^. On a a(/3) < 0, donc a{H'^) > a{T'^) et finalement a{H) > 
a{T) > 0. Pour a G Ag^ , il existe une constante absolue c > telle que l'hypothèse 
K^T(^jjQ _ yQj ^ ^ implique 

l^iH - TqJI < cijaiT) 

(rappelons que T reste dans un cône fixé, cf. 112. 3p . D'où 

a{H) > a{TQ„) - cr]a{T) > (1 - cr])a{T) . 

Il suffit que cr] < 1 pour que cela entraîne a{H) >> a{T) > 0. On suppose 
désormais 

à^iH T)<t>l^{H - T)K^^iH'3 - Tg) = 1 . 

On suppose aussi rj tel que la conclusion de (5) soit vérifiée. Pour simplifier, notons 
A l'opérateur A^[^^l''3o (j l'opérateur qui multiplie une fonction sur 

~ QoiF)\G{Ay par la fonction x ^ (x, T[H% . 

L'intégrale intérieure de l'expression de l'énoncé se majore par la somme de deux 
intégrales analogues où on remplace A soit par A — C, soit par C. Notons 

lA-cix,H) et Icix,H) 

ces deux intégrales. Commençons par majorer la première. De nouveau, on doit 
majorer (2) et l'analogue, disons (f), de (1) où A est remplacé par A — C. Il résulte 
de (4) (appliqué à Q' : l'hypothèse Tq^{H) = 1 est satisfaite) que (2) est essen- 
tiellement majoré par SQg{e^)\\x\\-'^ pour un D assez grand. On a une majoration 
analogue pour la fonction déduite de (3) par passage aux termes constants. Comme 
on l'a expliqué, on l'a même pour ses dérivées, avec des constantes implicites dé- 
pendant de la dérivation mais un D uniforme. En appliquant la proposition 14.3.51 
on voit que (!') est essentiellement majoré par 

pour n'importe quel r. On a déjà observé (juste avant le lemme H.2.2p que r[i7'5] 
était "plus régulier" que T, donc 

dp„{T)«d^P°^^^^{T[HQ]) . 

Il en résulte une majoration 

Ia-c{x,H) « SQ,{e")e-^''-oiT)\\^\\-r 
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pour tout r, puis 

(6) / lA^cix,H)dx «ÔQ„ie")e"'-''-o^^r 

JLaiF)\La{Ay 

Majorons maintenant Ic{x,H). L'opérateur A n'intervient plus. Le procédé de la 
preuve de la proposition 1 1 2 . 2 . 51 nous conduit à majorer (2) et une intégrale analogue 
où Q remplace Q' , mais sous les restrictions 

à^{H T)^l^iH - T)n^^{HQ - xg) = 1 

et Fp^[x,T\H'^\) = 1. On peut aussi supposer x G . Montrons que : 

- il existe c G M tel que 

(7) a{H + Ho{x)) > c pour tout a G A^" 

- si r] est assez petit, il existe c' > tel que 

(8) a{H + noix)) >c'dp„{T) pour tout a e - 

Pour a G , c'est clair puisque x G . Soit a G - A^° . L'hypothèse 
Fp° {x,T[H'^]) = 1 entraîne que Ho(.t) — r[iï'5] est combinaison linéaire à coeffi- 
cients négatifs ou nuls de $ pour (3 G A^" . On a a{$) > 0, donc 

a{Uo{x)) > a(T[iîQ]) 

et on est ramené à considérer a{H + T[H'^]). Ecrivons 

avec des xp > (c'est l'hypohèse (/)g^(iJ — T) = 1). D'après [4.2. Il on a 

Il en résulte que 

h + t[hQ]^Hq + tQ - Y. xp$ = Hq-Tq + t- y. ■ 

^ieA«-A«o ^i6A«-A«o 

Si a G A^ — A^, les a{j3) sont négatifs ou nuls et a{HQ — Tq) > par l'hypothèse 
à^iH -T) = l. Donc 

a{H + T[H%>a(T)>dp„(T) . 
Supposons enfin a G Af^ — A[^" . Alors 

a{H + T[H%^a{T)- Y ^pOi{$) 

/JeA«-A«o 

et il existe une constante absolue ci > telle que 

a{H + T[H% > dp„ (T) - Cl sup xp . 

/3eA«-A«o 
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Il existe une constante absolue C2 > telle que la condition k'^'^{HQ - T^J = 1 
implique 

sup Xfs < C2?7dpo (T) . 

Donc 

a{H + T[H% > (1 - ciC277)dp„ (T) . 
Si ciC2?7 < 1, la conclusion de (7) est vérifiée. En conséquence de (8), les éléments 

iïQ + Ho(x)« et hQ' +lioixf 

restent dans des domaines de Siegel relatifs à Q et Q' (éventuellement plus gros que 
ceux que l'on a fixés, mais peu importe). On a alors une majoration 

hQ'inxe") «<5p„(e«+"°(-))i/2 

pour tout u G NQg{A) d'où 

;^g;(xe^)«<5p„(e™(^))V2. 

Donc (2) est essentiellement majoré par (5po(e'f^+""(^)). Il en est de même de l'ana- 
logue de (2) relatif au parabolique Q et donc aussi de Ic{x, H). Alors 

Ic{x,H)dx « <5Q„(e^) / F^^^ix,T[HQ])Sp„{x)dx . 

Lo(-F)\io(A)i JLo(F)\Lo(A)i 

On majore la dernière intégrale en se limitant à un domaine de Siegel et en écrivant 
X = vak, avec v dans un compact de {Pq D Lq){A), a G ^^°{t) et k G K H Lo{A) . 
Comme on sait, la décomposition des mesures introduit un ôp„{a)^^. L'intégrale 
est donc essentiellement bornée par la mesure du sous-ensemble des a g ^^°{t) 
tels que Fp° {a,T[H'^]) = 1. En écrivant a = , l'élément Y reste dans l'intérieur 
d'un polyèdre de Qg" dont les côtés ont une longueur essentiellement bornée par 
||T[iï'5]||. ou encore par 

||T|| + ||iï«|| . 

La condition k^^ {H^ — Tq^ ) = 1 entraîne une majoration 

||ff'3||«||T||. 

Donc le volume du polyèdre est borné par IITII'^™^''?''^. On obtient 
/ Ic{x,H)dx «<5Q„(e^)||rr'-(»?") . 

JLo(F)\Lo(A)1 

Jointe à (6), cette majoration entraîne celle de l'énoncé. 

□ 



12.6 Retour à la formule de départ 

Dorénavant, on suppose Ç\ < -q < rjo, où ijq vérifie les conditions de 
la proposition 112. 5. Il La proposition 112.3.^ entraîne la convergence dans l'ordre 
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indiqué des doubles intégrales figurant dans l'expression J^{f) de 112.11 La propo- 
sition [T2ilII] entraîne l'égalité 

j-if,u)= Y. viQ,R) T. Jts) T. E 

{QM\PoCQCB.} {S\PoCSCQ'} ^ ' aen^isaiMs) ^eB»' (cr)^ 

Il I ^'"^{HQ -Tl)à§iH -T)c^2oiH -T)ÔQ,ie")-' 

f ^T[H%Qç,^Q^ {xe"k, Ps^a.M^ '^)*' ^om)^^'^' {xe"k, ^,n)dn dk dx dH . 

/i(af)' 

Cela est vrai sous l'hypothèse dp„(T) > c'{c{f) + 1) où c' > est une constante 
absolue et c(/) > dépend de /. Quand on remplace / par fx, pour X E ij, 
les fonctions (p qui interviennent dans le calcul sont changées en des combinaisons 
linéaires de fonctions (pe'^"'^'*-^ , avec s S Wc- D'après la proposition I12.4.T1 on a 
donc une majoration 

c(/x)«l + ||^|| . 

Précisément, J^{fx) est l'expression déduite de celle ci-dessus en glissant dans la 



X 

dernière intégrale le terme 



^<sX,eo{X{a)+f,)> 



On écrit A(cr) = X{<t) + iY{a). En suivant Arthur, on considère l'ensemble des 
quadruplets {Q, R,(t, s) qui interviennent dans l'expression de J^{fx)- H y a une 
application 

{Q,R,a, s)^s-'9o{X{a)) 

définie sur cet ensemble, à valeurs dans (). On note F l'ensemble des fibres de cette 
application. Pour une fibre F, on note Xr son image. On peut alors écrire 



jJ/x,c.) = ^e<^-^>^F(X,/,c.), 
rer 

où iPy{X, f,uj) est la sous-somme de Jj/x: limitée aux {Q,R,a,s) G F et multi- 
piée par g-<Xr,x> (autrement dit, on a sorti de ip-f{X, f,uj) la partie non unitaire 
des exponentielles). 

12.7 De nouveaux polynômes 

Lemme 12.7.1. Soit F G F. Pour tout opérateur différentiel D sur (] à coefficients 
constants, on a une majoration 

\Di;]^{xj,iu)\ « (i + ||x||)'i""(°'?)dp„(r)'i"°("?) 

pour tout T et tout X G f). 

Preuve : Le terme ipp{X, /, uj) est somme finie de termes 

/ / / ^^^{HQ -Tg^)à§iH -T)çb^^iH -T)SQ,ie")-' 



(«s)* 

e<'^''^^''^+^'>^ d^idkdxdH . 
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Appliquer l'opérateur D ne fait que remplacer (p par une autre fonction de Paley- 
Wiener. La proposition 112.5.11 nous permet de majorer essentiellement la triple 
intégrale intérieure par 

D'autre part, d'après la proposition 112. 4. H cette triple intégrale est nulle sauf si H 
vérifie une majoration 

||F-rQj|«i + ||x|| . 

Donc D^pp{X,f,uj) est essentiellement borné par le produit de | |T| | et de 

la mesure du sous-ensemble des H G ag^^ vérifiant cette majoration, laquelle est 
essentiellement bornée par 

(1 + ||X||)^™(°«o) . 

Le lemme en résulte. 

□ 



Proposition 12.7.2. Pour tout F £ F, il existe une unique fonction pf {X,f,u!) 
qui est lisse en X et polynomiale en T de degré au plus dim{aQ) et qui vérifie les 
conditions suivantes : 
(i) il existe c > tel que 

J^fx,co) = J2e<^-^^>p^iXJ,^) 
rer 

st dp„{T)>c{l + \\X\\); 

(a) pour tout opérateur différentiel D à coefficients constants sur t), il existe R> 
Cl, C2 > tel que 

\D{i,l{XJM -pI{XJ,u:))\ < c^e-^^-oiT) 
SI dp„(T)>C2(l + ||X||); 

(m) pour tout opérateur différentiel D à coefficients constants sur \), il existe iî G N 
et c' > tels que 

\Dpl{X, /, c.) I < c'(l + I |X| |)^dp„ (T) 

pour tous X, T. 

Preuve : Grâce au lemme 112.1.21 et à la proposition 112.4.11 on est presque dans 
la situation de la proposition 5.1 de [5]. La seule différence est que Arthur dispose 
d'une majoration 

\D^l(XJ,uj)\ «dp,,(T)d™("'?) 
alors que le lemme ci-dessus nous fournit seulement 

\Di^l{XJ,Lo)\ « (l + ||X||)'i™("f?)dp„(T)'i™(»!?) . 

Un examen de la preuve d'Arthur montre que celle-ci s'applique encore, avec bien 
sûr une conclusion plus faible concernant l'assertion (iii). 

□ 
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12.8 Permutation de deux intégrales 

Soient Q, R, S,a,^,'i> comme dans la section 112.21 Pour une fonction cp sur 
i{ag)* , posons au moins formellement 

A^i^)= [ A^i^,H)dH 

où 

A^{^,H)= [ I n^^^iHQ -Tg)à^iH -T^l^iH ~T)SQ,,{e")-' 

JLo(F)\Lo(A)1 Jk 

I xnH^Qo^Q^ {xe"k, $, Ooti)E^l {xe"k, ^i)ipi^i) dfj, dk dx dH . 

Fixons de Paley- Wiener sur z(a^)*. Considérons une fonction B G C^{i\)'~^'*) et 
sa transformée de Fourier inverse B sur f)'^. On peut restreindre B en une fonction 
sur i{a^)*. 

Lemme 12.8.1. Les expressions 

A'^{tpe<^-'*>,H) pourX El), et A^{ipB,H) 
sont absolument convergentes. Les expressions 

A^ {ipe<''^'>) et A^i^B) 
sont absolument convergentes. L 'intégrale 

f A^{^e<^'>)B{X)dX 

est absolument convergente et est égale à A'^{ipB). 

Preuve : Résumons ce que l'on a déjà prouvé. La proposition 112. 5TT] (que l'on peut 
aussi bien appliquer à (/je^^'*^ qui a même valeur absolue que ip) montre que 

(1) A'^ {(pe'^-'^ ''-^ , H) est absolument convergente et {À^ {(pe'^''^'*^ , H) \ est borné 
indépendamment de X et H, T étant fixé; plus précisément, l'intégrale ob- 
tenue en remplaçant dans A'^ {(pe'^'^'*-^ , H) toutes les fonctions par leurs 
valeurs absolues est bornée. 

Par ailleurs, d'après la proposition 1 1 2 . 4. Il : 

(2) il existe c > tel que 

A^{ipe<^-'>,H) ^0 sauf si | |iJ - Tg,, 1 1 < c(l + | |X| |) . 

L'intégrale A^ {ipB, H) est aussi absolument convergente puisque ipB est essentiel- 
lement bornée par ip. Utilisons la formule d'inversion de Fourier : 

B(p) = / B{X)e<^^^'> dX . 

On obtient formellement 

A^{ipB,H) ^ f B{X)A^{ipe<^''> ,H)dX . 
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Ce calcul est justifié par (1) : quand on remplace toutes les fonctions par leurs 
valeurs absolues, l'expression ci-dessus reste essentiellement bornée par 

/ \B{X)\dX 

qui est convergente. En utilisant (2), on obtient 

A^iipB,H)= f B{X)A^{ipe<^''>,H)dX . 

Mais l'intégrale 

/ / \B{X)A^{^e<^^'>,H)\dXdH 

Ja%^ J X<^i)G.\\H-TQ„\\<c{l + \\X\\ 

est convergente. En effet, on peut oublier le terme {tpe"^-^^*^ ,H) d'après (1). 
L'intégrale en H est essentiellement bornée par 

et l'intégrale restante en X est convergente puisque B est de Schwartz. Cela prouve 
la convergence de A^{ipB). Cela prouve aussi que l'on peut intervertir les intégrales : 

A^iipB)^ [ B{X) [ A^{ipe<^''>,H)dHdX . 

Toujours d'après (2), on peut aussi bien supprimer la condition 

\\H~Tq^\<c{\ + \\X\\) . 

L'intégrale intérieure devient A^ [Lpe"^-^''^) et on obtient que [i^B) est donnée 
par l'intégrale de l'énoncé, laquelle est absolument convergente. 

□ 



12.9 Un polynôme associé à la fonction B 

Soit B une fonction C°° à support compact sur if}*, que l'on suppose invariante 
par Wc- Pour des données Q,R,S,a intervenant dans l'expression ci-dessous, on 
définit B^ sur i{ag)* par B„{pL) = B{iY{a) + /x). On pose 

{Q,R\Po<ZQ(lR} {S|PoC5CQ'} ^ <T6nd„c(Ms) 

Y. I I [ .^^(H^-T^Jà^iH-T) 

E2l{xe"k,'i',fi)B^{fi)dfidkdxdH . 

Cette expression est combinaison linéaire finie d'expressions A^{ipB') du para- 
graphe précédent, où (p est de Paley- Wiener et B' est C°° et à support compact. 
Donc les intégrales sont convergentes dans l'ordre indiqué. Pour e > 0, définissons 
B^ par B^^v) = B{ei^) pour tout v e 
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Théorème 12.9.1. (i) Pour tout B comme ci- dessus, il existe un unique polynôme 
p^{B, f,u!) en T de degré au plus dini (a{f) tel que 

lim (Jj(i3,/,w)-pj(iî,/,c.))=0. 

dpf,(T)^-oo 

(ii) Supposons B(0) = 1. Alors il existe c > tel que 

JJ(/,w) = limpJ(i?^/,L.) 

st dp„(T) > c. 

Preuve : C'est celle d'Arthur que nous ne reproduisons que pour nous rassurer. 
Pour X G on a écrit 

rer 

Chaque ipf{X, f,u!) peut s'écrire comme une somme finie 

où ($, (^) décrit un ensemble fini indépendant de X et où les 

sont les termes du paragraphe précédent (on a simplement précisé leur notation). 
Par définition, J^{f) est l'expression ci-dessus pour X ~ 0. Pour obtenir 

on doit glisser les fonctions Bo- dans les intégrales intérieures des termes 

A^{Q,R,a,s,^,^;ipe<'^''>) . 

Autrement dit 

jJ(i3,/,c.) = EV'f(S,/,c^), 
rgr 

où 

V-f (B, /, c^) = E E ^^(Q' ^' ^' ^^-) • 

La fonction iJo- est la restriction à i{a'^)* de la translatée de B par «^((t). La trans- 
formée de Fourier inverse de cette translatée est la fonction X i— >■ e'^'^''^*^°'-'^i3(X). 
En appliquant le lemme [T2.8.1[ on obtient 

^F(B,/,w)= E / B{X)e<^''^"^-''> Y. A^{Q,R,a,s,^,'î';^x)dX, 

cette expression étant absolument convergente. On remplace X par sX ce qui ne 
change pas B{X) puisque B est invariante par Wc- On obtient 

(B, /, w) = / B{X)i^l{X, f, Lj) dX . 
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On pose 



T 

P 



{B, f,Lo)^J2 I B{X)pI{X, f, w) dX 



rer ■ 



Les intégrales sont convergentes puisque pp (X, /, uj) est à croissance modérée en X 
(proposition 11 2. 7T2I im)) et B est à décroissance rapide. C'est un polynôme en T de 
degré au plus di'm{a^) puisqu'il en est de même de pf{X, f,uj). Alors 

J^{BJ,Lo)-p'^{BJ,Lu) = Y, f B{X){^b^iXJ,u:)-p^iXJ,Lu)dX . 

On découpe chaque intégrale en deux : l'une sur un domaine (1 + ||^||) < c(ipg{T), 
l'autre sur le complémentaire, où c est une constante convenable. Dans la première, 
on a, d'après la proposition 112.7.2^ 11) 

|VF(X,/,..)-p^(X,/,c.)|«e-«'i-om 

pour un certain iî > et l'intégrale vérifie la même majoration puisque B est 
intégrable. Dans la deuxième, on a 

/, c.) I + \p^{X, /, c.) I « (1 + I \X\\)^dp„ (T) 

pour un certain entier D d'après le lemme [T2.7.1l et la proposition 1 1 2 . 7. W iii) . L'in- 
tégrale est essentiellement bornée par 

dp„(r)^™(»o'') f \B{x)\{i + \\x\\)^ dx 

où 

f)«(c,T) = {xe(i« I (i + ||x||)>cdp„(r)}. 

Puisque B est de Schwartz, cette expression est essentiellement majorée par 

pour tout réel r. Cela prouve la première assertion de l'énoncé. D'après la proposi- 
tion [HXi;!) , on a 

Jj(/,c.) = ^p^(0,/,c.) 
rer 

pourvu que dp„(T) soit assez grand. Par inversion de Fourier et d'après l'hypothèse 
B{0) = 1, l'intégrale de vaut 1. Donc 



rer 

On a aussi 



T 

P 

rer 

Le calcul de 



{B%î,u) = Y,[ B^-{X)pl{X,f,u)dX 



puis un changement de variables entraîne l'égalité 

Jl{f,u)~p^{B\f,u) = Y, I B{X){pl{OJ,uj)~pl{eXJ,uj)dX . 



rer' 
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Le théorème des accroissements finis et la proposition I12.7.2f iiil entraînent une 
majoration 

b^(0, /, - plieX, /, c.) I « 6| |X| I (1 + I |X| I )^dp„ (T) . 

Toujours parce que B est de Schwartz, la différence ci-dessus est alors essentielle- 
ment bornée par e, d'où la seconde assertion de l'énoncé. 

□ 
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Chapitre 13 

Calcul de Â^(B) 



13.1 Une majoration uniforme 

Soit (f) une forme automorphe sur G{F)\G{A) (non nécessairement de carré 
intégrable). On sait définir les termes constants cuspidaux de : ce sont les "com- 
posantes cuspidales" (j)p^cusp des termes constants c/)p de (j> pour les différents para- 
boliques standard P de G, cf. [3D] 1.3.5. Un tel terme 4>p^cusp s'écrit sous la forme 

(1) 4>p,cusp{x)= Y. e<''-+^-'H-(-)> Y. PP,.A^p{x))<l>P,M, 

i— l,...,nj3 j/ — l,...,np^i 

OÙ les Xp^i sont des éléments de a*p^, pp est la demi-somme usuelle des racines 
intervenant dans Np^ les pp^ij sont des polynômes sur op et les (pp^i.j sont des 
formes automorphes cuspidales sur 

2lpP(F)\G(A) . 

Pour tout P, fixons un sous- ensemble compact Fp C ttpj-., deux entiers naturels np 
et dp et un sous-espace de dimension finie Vp de l'espace des formes automorphes 
cuspidales sur P(F)2lp\G(A). Notons 

A{{Vp,dp, Vp, np)p.p„cPcG) 

l'ensemble des formes automorphes (f> telles que, pour tout P, (fip.cusp puisse s'écrire 
sous la forme (1), avec np < np, des Ap,i S Fp, des pp^i.j de degré inférieur ou égal 
à dp et des 4>p.i,j G Vp (la condition np < Np empêche cet ensemble d'être stable 
par addition). On munit cet ensemble d'une "norme" que l'on note ||.||cusp de la 
façon suivante. Pour tout P, notons 

Pol<dp(0p) 

l'espace des polynômes de degré < dp sur ap. Munissons 

Pol<dp(ap) ® Fp 

d'une norme ||.|| (il s'agit d'un espace de dimension finie, toutes les normes sont 
équivalentes). Dans l'expression (1), on peut supposer les Ai tous distincts. L'élé- 
ment 

Yj Pp^^'J ® <?^-P^»J ^ Pol<dp(ap) ® Vp 

j = l,...,np,i 
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est alors bien déterminé. On pose 

||0P,cuisp||ciisp = Il PP,i,j ® 4>P,i,j\\ 

z— l,...,np j — l,...,npi 

puis, 

||*?^||cusp ^ ^ 1 1 0P,cîisp I Icusp 

p 

pour 

cj) € A{{Vp,dp,Vp,np)p.p^(2P(iG) ■ 

Lemme 13.1.1. (i) Il existe un réel D et, pour tout X G il existe c > tel 

que, pour tout (j) G A{{Vp,dp,Tp,np)p-PgQPcQ), on ait la majoration 



\X(j){x)\ < C\\(j)\\cusp\\x 



pour tout X G G{A). 

(ii) Pour tout A G Qq, il existe c > tel que, pour tout 

cj) G A{{Vp,dp,Tp, np)p.pgcPcG) 
et tout X G Slc©'"^, 071 ait la majoration 

p 2— l,...,np 

Preuve : La conjonction de [50] lemme I.4.4(b) et lemme 1.4.3 assure l'existence 
d'un réel D et d'un ci > tels que 

\Hx)\ < ci||(?!>||cusp||a::||"° 

pour tout X et tout 

(I) e A{(yp,dp,Tp,np)p.,p„cPcG) ■ 

Le (a) du même lemme L4.4 assure l'existence de G C^(G(A)), d'une constante 
C2 > et, pour tout 

(/) G A{{Vp,dp,Tp, np)p.pgcPcG) 
d'une forme automorphe (j)' telle que 

(2) 5{h)cl,' = 

(3) sup \<l>'{x)\ ||x|r^ <C2 sup |0(x)| ||x|r^ . 

xGG{A) xeG{A} 

Pour X G 11(0), on a = 5{Xh)(j>'. Puisque h est à support compact, cela entraine 
l'existence de C3 > dépendant de X mais pas de (f) tel que 

sup \X4>{x)\ \\x\\-^ <C3 sup \(j)'{x)\\\x\\-" . 

xeG{A) xeG[A) 

Alors 

sup \X(j){x)\ \\x\\~^) < C2C3 sup |çi(x)| ||a;||"-° < ciC2C3||0||c„sp, 
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ce qui prouve (i). Le lemnie 1.4.1 de |30j énonce la majoration (ii) de façon plus 
imprécise : le terme c||(/)||ciisp y est remplacé par un réel c{(j)) > qui n'est pas 
précisé. Il suffit de reprendre la démonstration pour voir que l'on peut prendre 

c(^) = c||(?!)||c„sp 

avec un c indépendant de (j). Le seul point un peu subtil est de montrer que dans la 
majoration des fonctions s'tpQ^^ de la page 50 de cette référence, on peut remplacer 
la constante non précisée par c| |(/)| jcusp où c est indépendant de 0. Mais cela résulte 
du (i) que l'on vient de prouver et du corollaire 1.2.11 de |30) . 

□ 



13.2 Majoration des termes constants 

On fixe, dans les sections suivantes jusqu'en 113.71 inclusivement, des parabo- 
liques standard Q C -R, avec ri{Q, R) — 1, un parabolique standard S d Q' et une 
représentation a G Tldisc{Ms). 

L'A représentation a intervient dans le spectre discret de AIs{F)\Ms{A)^ (où 
Ms est le Levi standard de S). D'après Langlands, les éléments de celui-ci sont des 
résidus de séries d'Eisenstein issus d'une représentation cuspidale. Rappelons plus 
précisément les propriétés dont nous avons besoin. Considérons : 

- un parabolique standard Scusp C S ; 

- une représentation autoniorphe cuspidale acusp de Ms^^^p{A) ; 

- un opérateur différentiel D à coefficients polynomiaux sur a^'* ^ ; 

s * 

- un pomt 1^0 G '^Sousp' 

Pour ^cusp e B'^'^ {acusp) et v e <^sCu,p C' formons la série d'Eisenstein 

E^'^y,^cusp,'^) 

(la variable y appartient à Ms(A)). On applique l'opérateur D. On suppose que 

(1) la fonction DE^^^ {y,^cusp,i^) est holomorphe en i/ ~ i^q. 
On note 

D,=,,E^'^y,<i>cusp,'y) 

sa valeur en v — uq. La première assertion est que l'espace de a est engendré par 
de telles fonctions 

D,=,„E^'^y,<i>cusp,'^) 

pour des données Scusp, cfcusp, -D, va et '^cusp vérifiant les conditions précédentes. 
Ces données vérifient en fait des conditions supplémentaires. En tout cas, l'assertion 
précédente s'induit à Q ou Q' . En choisissant convenablement la base (cr), on 
peut supposer que pour tout élément de cette base, il existe des données Scusp, 
CTcusp, D, vq et ^cusp G {(Tcusp) de sorte que 

E'^\y,^,^l)^D 

cusp-) 

pour tout n G (flsc)*- Prendre un terme constant et prendre un résidu sont des 
opérations qui commutent. En appliquant l'assertion (4) du théorème 15.2.21 on 
obtient 

(2) E'^^{y,^,^i)^D,^,,, Y. E'i°iy,Mis,i^ + fi)'ècusp,siiy + fi)) . 

seW<5'(ase„.p,Qo) 
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Rappelons que, nos sous-groupes paraboliques étant standard, on désigne par 

W«'(as_„go) 

l'ensemble des restrictions à as^^^j, d'éléments s G tels que «(as^^^p) D QQo et 
s est de longueur minimale dans sa classe 'W^°s (ce qui se traduit par s{Scusp)f^Lo 
est standard dans Lq) (cf. 11.3.7p . 

Calculons les ternies constants cuspidaux de cette forme autoniorphe, c'est- 
à-dire ses termes constants relatifs aux sous-groupes paraboliques standard de Qq 
associés à Scusp dans Q' . Pour un tel sous- groupe parabolique S'^.^^^, on a 

E^:^Jy,M>,fi)^D,^,, J2 

seWQ'{as,„,p,Qo) 

M(s's, ly + ti)^cusp{y, s's{v + ^)) . 

,s'eWQo(a,(s,„,p),c.s,^^^) 

Les exposants cuspidaux des différents termes sont les s' s{yQ + fi). Notons W(i'o) le 
stabilisateur de vq dans W'^(Ms^„3p). Regroupons les différents s', s selon la classe 

s'sWivo). On obtient que e9, (y, ^, fi) est la valeur en v = vq de 
(3) 

D{ Y M(s's,i^ + ^)$e«sp(2/,s's(j/ + /i))) . 

u)eWQ'(nsc„sp,as/^^^)/W(i/o) I s' sewW {yo)] 

Remarquons que pour s'i, si, Sj, S2 tels que s'iSi ^ S2^2VV(t'o), on a 

s'iSi(j/o + m) ^ S2^2(i'o + m) 

pour un point y, £ i(ag)* en position générale. Au moins en un tel point ^, l'holo- 
morphie de l'expression ci-dessus en v = entraîne que chaque composante l'est 
aussi. D'où 

E% (2/,4',/i)= Y. 

•u;eW'î'(ase„sp.as' )/W(t'o) 

E)^=^^{ Y M(s's,i/ + ^)$c«sp(2;,s's(i^ + /i))) ■ 

s,s';â*'sGu;W^(i^o) 

On lève l'hypothèse que [i est en position générale en considérant cette égalité 
comme une égalité de fonctions méromorphes en /i. Pour 

notons Q' ^ le plus petit sous-groupe parabolique standard de Q' tel que ûq'^, C 
îi'(os). On sait que : 

pour /i G î(a5)*, tes parties réelles des exposants cuspidaux de 

E% (y,vl/,;i) 

cusp 

(^) sont de la forme wvq pour des w E (^Scusp; '^Séusp) ^^^^ '3"^ 
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(Cf. [2H1 lemme 7.5 et théorème 7.1, repris dans [SDIj corollaire V.3.16 et proposition 
VI.1.6(c). L'exposé le plus clair, mais sans démonstration, est sans doute [53] §5.2). 

Les termes de l'expression (4) indexés par des w ne vérifiant pas la conclusion 
de (5) sont donc nuls. Décomposons EQ^{y,'^,fjL) en 

Le premier terme est la sous-somme de (2) indexée par les s tels que «(oq) C a^°, 
le second est la sous-somme restante. Par restriction à as, le premier ensemble 
de sommation s'identifie à (qsjQo)- Pour un élément s de cet ensemble, on 
dispose de l'opérateur 

Mis,^l) : lI,,{S{F)^g\G{A)) ^ LI,,{Ss{F)QLg\G{A)), 

où S[c est le parabolique standard de Levi s{Ms). On a (cf. [301 page 268, égalité 
(5))e : 

la fonction DE'^° {y, M(s, i/ + fJ,)^cusp, sii' + /^)) est holomorphe 
^ ' en V — l'a et sa valeur en j/q est i?*^" (y, M(.s, /^). 

D'où 

(7) ^^â.«™t(2/'*'/^)= E i?^"(y,M(,s,M)<i>,/.) . 

seWQ'(os,Qo) 

o' 

Cela entraîne que Eq^ unit^V^ ^) holomorphe en /i. La différence 

<.+(y, - < (y, m) - (2/, ^, m) 

l'est donc aussi. 



Proposition 13.2.1. Soient Çl un sous-ensemble compact de i{ag)* et Ti un élé- 
ment de a^" . 

(i) Pour tout X G il(lo), il existe un entier N G N et un réel c > tels que 

\XE2l{xe"K<è,^,)\<c6p„{e'')'/\l + \\H\\r\\x\r 

pour tous k e K, fi e fl, X e &^°, H £ Oq^ tel que t^I{H) = 1- 

(a) Pour tout X G H([o), il existe un entier N E M et un réel c > tels que 

\XEg{xe"k, <ï>,f^)\ < côp„{xe"y^'{l + \\H\\f {1 + ||Ho(a;)||)^ 

pour tous k e K, fj, e il, X e H e tels que r^^' (iï H- Ho(a;) 4- Ti) = 1. 

(m) Pour tout X £ U{lo), il existe un entier N £ N et un réel c > tels que 

\^Eg u„Jxe"k, <i>,^)| < côp,,ixe"y/'il + \\H\\fil + ||Ho(x)||)^ 

pour tous keK,fieil,xe et H e Oq^ . 

(iv) Il existe un réel R > et, pour tout X G il([o), il existe un entier N N et un 
réel c > tels que 

\XE2l+{xe"k,<è,fi)\ < cJp„(xe^)i/2 

(l + ||ff||)^(l + ||Ho(x)||)^ sup e-^"(^+"°("» 







aeK-! -A, 

'La TT ^ „G 



pour tous k e K, fien, X e &^°, H e tel que (H + Ho(a;) -I- Ti) = 1 



1. Waldspurger dixit : Je cite 1301 parce que je le connais mieux, mais le résultat est bien sûr 
dû à Langlands. 



184 



CHAPITRE 13. CALCUL DE A^{B) 



Preuve : La fonction 

est combinaison linéaire de fonctions EQ^{y,'i' , avec pour coefficients des fonc- 
tions C°° de /X. Puisque /x reste dans un compact, des majorations pour ces dernières 
fonctions entraînent les mêmes majorations pour XEg^d/, On peut donc se 

limiter au cas X = 1. Comme toujours, le k ne compte guère, on l'oublie. Notons 
S l'image de l'application 

W«'(a5_„Qo) ^ aç. 

Soit ^ G S. Notons (ciScuspi Qo)^ la fibre au-dessus de ^ et considérons la 
fonction 

(8) dI y. EQ-{y,M{s,i^ + fi)^,usp,s{i^ + ^i)) 

VseWQ'(as,„,p,Qo)5 

Son ternie constant cuspidal relatif à un parabolique S'^^^^ est la sous-somme de (3) 
où on ne garde que les s G (ascuspi Qo)ç- Mais pour s, s' et w comme dans la 
relation (3), cette condition sur s se lit sur w : elle équivaut à {wiyo)Qo = C- Donc le 
terme constant cuspidal de la fonction ci-dessus est la sous-somme de (3) indexée 
par les w vérifiant {wiyo)Qo ~ On a déjà dit qu'une telle somme était holomorphe 
en = i>Q. On l'avait dit pour /i en position générale. Mais en reprenant l'argument, 
on voit que c'est vrai pour tout fi : si w et w' sont dans deux sous-sommes distinctes, 
c'est-à-dire si (it;i'o)Qo (^''^o)qoi on a w^iyg + fi) ^ w'{vq + fi) pour tout fi. Il 
résulte alors de |30j lemme 1.4.10 que l'expression (8) est elle-même holomorphe en 
V = vq. Notons (pH.fi.^i^) Is- valeur de (8) en ly = vq et y ^ xe^ . On a 

Pour majorer le membre de gauche, on peut fixer ^ G S et majorer (j)H,^i,,^{x). 
Pour ^ fixé, considérons cette dernière fonction comme une forme automorphe en 
X dépendant de paramètres H et fi. Son terme constant cuspidal relatif à S'^^^^ 
est la sous-somme de (4) indexée par les w tels que {'wvq)q^ = ^. On peut aussi 
imposer que w vérifie (5), sinon le terme correspondant est nul. Fixons une fonction 
B G C^{iag'*) qui vaut 1 sur 51, notons 51' le support de B. Le calcul que l'on 
vient de faire des termes constants cuspidaux montre que, quand /x reste dans 51', 
la fonction 4>h.h.^ reste dans un ensemble 

A{{Vp' , dp> , Tpi , npi)pi-Pgr]L'(iP'cL') 

comme dans le paragraphe précédent. Les polynômes en H5/ (x) qui apparaissent 
ont des coefficients qui sont eux-mêmes fonctions de H et fi. Ce sont des produits 
de ^Qo(e^)^/^, de termes exponentiels e<*(''o+^)'^>, de polynômes en H de degrés 
bornés et de fonctions méromorphes de fi. On ne peut pas affirmer que ces dernières 
fonctions sont holomorphes : c'est seulement le terme constant tout entier que l'on 
sait holomorphe et cela n'entraîne pas que chacune de ses composantes le soit. 
Appelons fonction affine réelle sur un espace vectoriel réel la somme d'une forme 
linéaire réelle et d'une constante réelle. Comme toujours dans la théorie des séries 
d'Eisenstein, on peut, pour tout /io, fixer une famille finie («&)(,=!, ....d de fonctions 
affines réelles non nulles sur a^^* de sorte que le produit de Ylb oibij-fi) avec chacun 
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des coefficients de nos polynômes en Hg/^^ (x) soit holoniorphe en /ig. Puisque D,' 
est compact, on peut fixer une telle famille qui vaut pour chaque point de il'. On 
définit 

b 

Le lemme 113.2.21 (démontré plus bas) nous dit que, pour majorer la fonction 
4>'h fj, ^{^) pour tout /i G i{a'^)* , a fortiori pour majorer (l)H,tj,,^{x) pour tout /U G i7, 
il suffit de majorer D'ip'^ ^^{x) pour un nombre fini d'opérateurs différentiels D' 
(portant sur la variable /i). Fixons un tel D' . La fonction D'ip'^^ ^ ^ reste dans un 
ensemble 

A{{Vp' ,dp' ,rp' ,np')p'-Pgr]L'(zP'cL') 

(peut-être plus gros que le précédent car une dérivation augmente les degrés des 
polynômes). On applique le lemme 113.1.1( 111. pour un A que l'on précisera plus 
tard. Les P de ce lemme sont ici les S'^^^p. Les Ap,i sont les s's(z/o + A*) où s' et 
s interviennent dans la sous-somme de (4) correspondant à Leurs parties réelles 
sont les wvo pour 

tels que (wi'o)Qg = ^ et w vérifie (5). En notant Ws;.^^p.ç cet ensemble de w, on 
obtient une majoration 

J2 e<A^-=p+«>.o,Ho(.)>(i ^ Ho(a;))^ 

où est un entier assez grand et c une constante absolue. On majore aisément 
WD'iJj'fj ^ çllcîisp grâce à la description que l'on a faite ci-dessus des coefficients des 
polynômes en H5^^_^^ (x). En multipliant par la fonction Yii, o:b{ifi), on a supprimé les 
pôles en fi. Donc ces coefficients sont des produits de SQg{e^y^^ , de g<'^i'^o+tJ.),H> ^ 
de polynômes de degrés bornés en H et de fonctions C°° de /i. Puisque /i reste dans 
le compact Î7' et que les (si'o)qo sont égaux à on obtient une majoration 

sup{\\D'^p'H,,,i\\cusp■,^^& ï(af)*} < c'ÔQ,ie"y/'e<"'^>il + \\H\\f 
(quitte à accroître le N précédent) avec une constante absolue c'. D'où 

(9) sup \^PH.,,d^)\ < cc'ôp,{xe"Y'^ Y. %...(^)'^' 

Y- g<A^é.,p+„,„,Ho(.)>+<ï,ff>(i ^ ||Ho(a;)||)^(l + ||ff||)^ 



Pour obtenir le (i) de l'énoncé, on prend A = 0. Quitte à agrandir iV, on peut 
essentiellement majorer l'expression ci-dessus par 



ÔQ„{e"f''e<^-">{l + \\H\ 



)^llxir 



D'après (5), est une combinaison linéaire à coefficients négatifs ou nuls d'élé- 
ments de A§^. Pour t^JH) = 1, on a donc 

e<«'^> < 1 
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et la majoration ci-dessus est celle du (i). Pour obtenir le (ii) de l'énoncé, on doit 
prouver que l'on peut choisir A tel que, pour tous S'^^^gp, w intervenant dans (9) et 
pour H, X vérifiant les hypothèses de (ii). 



< A-^^'p + wi^o, Ho(a::) > + < > 

reste borné supérieurement. On a S'^^^^ C Qo et (wvç,)q^ = Ç. Le terme précédent 
est donc égal à 

< A'^^-^p +wj/o,Ho(a;) + i/ > . 

D'après (5), vjvq est une somme à coefficients négatifs ou nuls de projections sur 

lut A assez né 

^■^cusp _|_ 



Ql 

'^■S'cus d'éléments de Aq . En prenant A assez négatif, on peut assurer que 



est une somme à coefficients négatifs ou nuls d'éléments de . Puisque 

T^J(iï + Ho(x) + ri) = i 

le terme < X^^^^p + wvq, Ho(a;) + H > est bien borné supérieurement. Cela prouve 
(ii). Montrons que 

(10) i?J „„,(xe«,$,;,) = Vi/,M,o(a^) . 

Si s vérifie s(ao) C Oq" , on a certainement (si'o)qo = 0; c'est-à-dire 

se W«'(qs_„Qo)o . 
Considérons la forme automorphe 

On a vu que les exposants cuspidaux de 'ipH,fifl relatifs à un parabolique S'^^^p 
vérifiaient la propriété (5). Mais ceux de 

la vérifient aussi. En effet, on peut appliquer à chaque composante 

E'^»iy,Mis,^J-)^,^i) 

(cf. (7)) l'analogue de (5) où l'on remplace Q' par Qo- Cet analogue nous dit que 
ses exposants cuspidaux sont de la forme s'si>o pour des 

s'GW««(a,(s_,),as^_) 

tels que 

où Qo,s',s est le plus petit sous-groupe parabolique standard de Qo tel que 

'^Q'o.s'.s C s'(as(s)) • 
En posant w = s's, on vérifie que la condition «(qq ) C o^" entraîne l'égalité 
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d'où l'assertion. Donc les exposants cuspidaux de ip'fj^Q vérifient aussi (5). Par 
construction, ils sont aussi de la forme s' si^o avec 

(sj.o)qo=0 , s(a^)^a«° et -s' e W««(a,(s_^), as^^^J . 
En posant w = s's, on a encore {wvo)qo — 0. La relation 

(wi^o) = 1 

^ cusp 

entraîne alors que 

Afr c Af 

autrement dit Q'^ C Qq. Par définition de Q'^, on a alors uq^ C w{as), ce qui 
équivaut à w(ao) C O-q" , ou encore à s(oo) C O-q" . C'est une contradiction, sauf si 
l'ensemble des exposants cuspidaux de ip'jj ^ q est vide. Donc cet ensemble est vide 
et cela implique comme on le sait que V'/z^o ~ D'où (10). Pour démontrer le 
(iii) de l'énoncé, on reprend la preuve ci-dessus dans le cas ^ = 0. Cette hypothèse 
fait disparaître le H dans l'expression 

< A'S'éu.p +^t,j,Q^Ho(a:) -fi?" > . 

On peut donc la borner supérieurement sous la seule hypothèse que x G . D'où 
(iii). D'après (10), on a 

«eE:;4#o 

Pour démontrer (iv), il suffit de prouver que l'on peut choisir A tel que, pour tout 
Ç 7^ 0, tout 5'^„^p et tout w £ y^S'^^^^,i l'on ait une majoration 

< X^'""^" +wi^o,Ho{x) + H ><c- R inf a{H + Ho{x)) 
pour des constantes c > 0, R > convenables. On peut supposer que 

est une combinaison linéaire à coefficients négatifs ou nuls d'éléments de Aq. L'hypo- 
thèse ^ 0, c'est-à-dire {wvq)q„ ^ 0, entraîne qu'il y a au moins un a G ^ Aq° 
dont le coefficient est non nul. L'assertion s'ensuit. 

□ 

Lemme 13.2.2. Soient m > 1 un entier et {Pb)b=i,....d une famille de fonctions 
affines réelles SMrM™, non nulles. Pour tout opérateur différentiel D à coefficients 
polynomiaux sur R™, il existe une famille finie D[, . . . , Z?^ de tels opérateurs tels 
que pour toute fonction h lisse sur M™, on ait la majoration 

sup \Dh{y)\ < Y. sup \D[H{y)\ 



OÙ H est la fonction 

H{y)^Ky) n Pb{y) 
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Preuve : Ce lemme est élémentaire et certainement bien connu, on donne une 
preuve pour la simple commodité du lecteur. Par récurrence sur d, on se ramène 
au cas où d = 1. Par changement de variables, on peut supposer que l'unique forme 
affine est la première coordonnée y ^ yi- On peut aussi se limiter aux opérateurs 
D de la forme D1D2 où Di ne dépend que de la variable yi et D2 ne dépend que 
des variables j/2, • • ■ ,2/m- Supposons le lemme résolu pour m = 1. Il associe à Di 
des opérateurs D'^ i, . . . , D[ f.. Alors les opérateurs D[ 1D2, ■ ■ ■ , D[ i^D2 valent pour 
notre opérateur DiZ?2- On peut donc supposer m = 1 et que l'unique forme affine 
est l'identité y y. On peut aussi supposer que D = S'^y^ , où S est l'opérateur 
Si j > 1, on prend k — 1 et D[ — 5^y^~^ . Supposons j = 0. Il existe un opérateur 
D[i] obtenu par les règles de dérivation usuelles tel que, pour h de Schwartz et 
H{y) = yh{y), on ait ô^h{y) = y~'^~^D[i]H{y). La fonction D[i]H s'annule à l'ordre 
au moins i + 1 en 0. Par une application successive du théorème des accroissements 
finis, on trouve pour tout y des points yi, ..,yi tels que 

\D[i]H{y)\ < \yôD[i]H{y,)\ < {yy^ô^ D[i]Hiy2)\ < ... 

... < \yyi...y,ô'+'D\i]H{y,+i)\. 

et chaque point appartient au segment joignant à son prédécesseur. En particulier 

|y.+il < ■•■ < I2/1I < \y\ ■ 

Donc 

\D[^Hiy)\<\y\'+' sup \ô^+' D[^Hiy% 
y' m 

puis 

\ô^hiy)\ < sup \ô^+'D[i]Hiy')\ . 

y'GR 

En posant k = 1 et D[ = (5'+^D[i], la conclusion du lemme est vérifiée. 

□ 



13.3 Simplification du terme constant 

On fixe deux éléments <& £ B'^{6oa)x, ^' G B^((j). On fixe une fonction B G 

C^(i(og)*). On définit comme en 112.8.11 un terme A^{B,H) pour H G oq^, puis 

un terme A^[B). En remplaçant dans ces définitions les fonctions Eq^ et Eq^ par 
o o' 

les fonctions Eq^ ^^^^ et Eq^ ^^^^ du paragraphe précédent, on obtient de nouveaux 
termes Al^,^{B,H) et Al^^^B)- 

Lemme 13.3.1. (i) Les intégrales définissant A'^ {B , H) , A'^{B), A'^^^f.{B, H) et 
■^uniti^) sont absolument convergentes, 
(il) Pour tout réel r, il existe c > tel que 

\A'^{B)-Al^,,{B)\<cdp,,{T)-^ . 

Preuve : On a déjà démontré en 112.8. H les assertions du (i) concernant A^{B,H) 
et A^{B). On l'a démontré pour une fonction (pB, où ip était de Paley- Wiener, 
mais ce n'est pas une restriction : toute fonction C°° à support compact est pro- 
duit d'une telle fonction et d'une fonction de Paley- Wiener. Donnons une nouvelle 
démonstration qui s'applique aussi bien aux termes Aj„j((i?,iï) et ^J„j((_B). Soit 
iï tel que 

^.T(^Q _ Tg)à§iH - T)0§„(i/ - T) = 1 . 
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D'après Il2.5.1f 5). cela implique Tq (H) = 1. On peut appliquer la proposition 
nXTVl i) à 

Egixe"k,^,^l) 

pour fj. dans le support de B. On peut aussi appliquer la proposition similaire à 

E2^{xe"k,<è,X) 

où on a posé A — 0o(/i) On applique ensuite à cette dernière fonction la proposition 
14.3.21 II en résulte pour tout réel r une majoration 

\An^^%QoE^^{xe"k,^,\)Eg{xe"k,^,^,)B{^,)\<c\B{^,^ \\x\r , 

où c dépend de r, T et H, mais pas de x, k, /i. L'expression ci-dessus est intégrable 
en ces trois dernières variables, ce qui prouve l'assertion (i) pour A'^{B, H). Comme 
dans la preuve de la proposition 1 12 . 5 .11 on décompose A^{B,H) en 

Al{B,H)+Al_c{B,H) 



ou 



Al{B,H) = [ I n^^{HQ - Tg)à^iH - T)çb^^{H - T)ÔQ,{e"r^ 

[ F^^" {x, T[H%E^^ {xe"k, $, X)E^l {xe^k, n)B{n) dfi dk dx 



et 



Ai_c{B,H)^ 

[ [ K^^iHQ -Tg)^^iH -T)ç^l^iH -T)ÔQ,Xe")-' 

A^^"''^^Q°{E2j{xe"k,<î>,X) - Fg"{x,T[HQ])E^^{xe''k,<è,X) 



E^^^{xe"k, Ai)B(Ai) dk dx 

Considérons la première intégrale. On a 



[x, T[hQ])E^^ {xe^k, $, X)e21 {xe"k, ^) = 

Fg° {x, T[hQ])e2^ {xe"''k, $, 0o(M^'))i?g; (xe^«' k, 
On peut écrire l'intégrale intérieure sous la forme 



^^^F§^^{x,T[H'3])E2„ixe^^k,^,9o{^^^'))E2lixe"'''K^,^,Q') 

f e<'ô'HQ~"Q"f^Q'>B{tl'^' + lJiQ>)dlJiQ, dlj9' . 

L'intégrale intérieure de cette expression est la transformée de Fourier partielle de 
B en la variable /ig/ . On peut la majorer par 

B,{e^'HQ-HQ,)B2{fi'^') 
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où Bi est une fonction de Schwartz sur ûq, et B2 G C^{i{a^ )*), toutes deux à 
valeurs positives ou nulles. D'où 

\AliB, H)\ < ^^^{HQ Tg)à§iH - T)<I^%SH T) 
ÔQ,ie"'^"^')-'/'B,ie,^HQ-HQ,) 

JLo{F)\L„(Ay JK Jî(a« )* 

\e2^ {xe"'^ k, $, 9o{h'^'))e21 {xe"'^' k, /i'^') | d/i^' dk dx . 
D'après [12.5. IT ?) il existe Ti (ne dépendant d'aucune variable) tel que 

T^,(i/ + Ho(a;)+ri) = 1 

pour tous X G et H tels que les fonctions ci-dessus soient non nulles. On 

peut appliquer la proposition 113.2. If ii) aux deux séries d'Eisenstein. On obtient 
que l'intégrale intérieure est essentiellement majorée par 

ÔQ,ie"''+"'''y/'il + \\H\\)^ I 5MF'^;;{x,T[H%{l + ||Ho(x)||)^ 

pour un entier D assez grand. Comme dans la preuve de 112. 5. 1[ cette dernière 
intégrale est essentiellement majorée par dpg{T)^, quitte à accroître D. D'où 

\AliB, H)\ < àp,{T)^n^'^{HQ - Tg^)à^{H T)cp%SH T) 

B,{e^'HQ-HQ,){l + \\H\\f . 

D ' après 12.12.31 appliqué à P' = Q, on a sur le support de cette fonction une majo- 
ration 

\\H-Tq„\\ « \\q{H)\\ . 
Puisque Bi est de Schwartz, on a pour tout réel r une majoration 

B,{e,'HQ - hq,) « (1 + \\9^'hq - HQ,\\r^ « (1 + \\qm\r' • 

D'où une majoration 

(1) \Al{B,H)\ «dp„{T)^{l + \\H-TQ„\\r^ . 

Cette expression est intégrable en H. Considérons maintenant l'intégrale 

Al_c{B,H) . 

La première partie du raisonnement ci-dessus s'applique. D'où 
\Al_ciB, H)\ < ^"^(i/Q - Tg)^^iH - T)4>1^ [H - T) 

ÔQAe"'^"'')-'''B,{e-'HQ-HQ,) I II 

E^lix e^'''fc,*,/i^') B2in^')d^i^' dkdx . 

On applique la proposition 113.2.11 puis la proposition 14.3.31 On obtient pour un 
certain entier D et pour tout réel r une majoration 

AnH%QoEQ^^^,H^^k,^,9oi^.^'))~F^:ix,T[HQ])El^^^^^ 
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Egixe^'^'k, ^>,^iQ')\B^{pQ')« 

valable pour tout x G &'^° , k fi'^ et H tel que 

^r,T^jjQ „ Tg)à^{H - T)<l>l^iH -T) = l. 

Cette expression est intégrable en x, k et fi'^ . D'autre part, T[H'^] est "plus régu- 
lier" que r, donc 

dp„(r)«d^;n^^,(r[i/«]) . 

D'où 

\Al_ciB,H)\«e-'-''^oiT),.T^HQ_j.g^ 

à^{H ~ r)0g^(H - T)B,{e^'HQ Hq,){1 + \\H\\)^ . 

On peut reprendre la preuve de (1) et on obtient cette fois pour tout r une majo- 
ration 

(2) \Al_c{B, H)\ « e-'i-o(T)(i + ||^ _ Tq^W)-^ . 

Ceci est encore intégrable en H. Cela prouve d'abord que l'intégrale A^{B) est 
absolument convergente. On obtient de plus une majoration 

(3) \A^{B) - AliB)\ = \Al_ciB)\ « er^'^-oiT) ^ 
où 

Al{B)= f Al[B,H)dH 

et 

Al^ciB)^ j Al,ciB,H)dH . 

Qo 

La même démonstration s'applique aux termes A„„jt(-B, H) et A'^^^^{B). On obtient 
aussi pour ces termes une relation analogue à (3). Il résulte de (3) et de la relation 
analogue que, pour prouver le (ii) de l'énoncé, il suffit de majorer 

AliB) - Al^^,,{B) . 

On a 

Al{B,H)-Al,^.,^,,iB,H) = 

[ [ n^^^{HQ ~Tg)à^{H ~T)4>%^{H ^T)ÔQ,Xe'')-' 



F^^ (x, T[H%e'^^ ^{xe"k, $, A)£:g^ (xe^fc, ijl)B{^i) d^i dk dx . 

(of)* 

On utilise la proposition 113.2. iT iv) pour majorer cette expression. Il apparaît un 
terme 

sup e-^"(^+H°(^» . 
Or, d'après ri2. 5. Il (7). on a une minoration 



inf a(i/ + Ho (x) )> cdp„(T) 
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pour un c > convenable, pourvu que iï et a; G appartiennent aux supports 

de nos fonctions. Le terme ci-dessus est donc majoré par 

(4) g-iîcdpo(T) _ 

Le calcul se poursuit comme précédemment et on obtient une relation analogue à 
(1), où se glisse ce terme (4) et donc 

\Al{B,H)-Al,,,,„,iB,H)\ « e-«^'i-omdp^^(r)i^(i _ \\H ~ Tq„\\)-^ 

où r est quelconque. L'intégrale en H de cette expression est évidemment essentiel- 
lement bornée par dpg(T)~^ pour tout réel r. 

□ 



13.4 Simplification du produit scalaire 

Pour H G Oq^ et fijiy £ i{cis)* et A = 9oid posons 
.-^^"(HA,:^)^ E E E 

S';PoCS'CQo seWQ (0o(as),as') teWi' {as ,as,) 

g<sA-t.,ff+T[ff«]>^Qo(^^_^^) < M(t,i.)-iM(s,A)$,* > . 

Le produit scalaire est celui de deux éléments de ^(X^jCr). Il résulte de 15.3.31 que 
uj^'^°{H, A, v) est holomorphe en /i et u. On note 

Posons 
et 



-^pure (^) 



/ Al^,,{B,H)dH . 



Proposition 13.4.1. Les deux intégrales ci-dessus sont absolument convergentes. 
Pour tout réel r, il existe c > tel que 

|^^(S)~^J_(i?)|<cdp„(T)-^. 

Preuve : L'expression Ap^^^{B, H) est l'intégrale d'une fonction C°° à support 
compact, elle est donc absolument convergente. Remarquons que les opérateurs 
d'entrelacement M(t, ^) et M(.s, A) ne dépendent en fait que de . D'autre part 

et T[H'^] appartient à . D'où l'égalité 

Comme dans la preuve du paragraphe précédent, on a 

[ a;^'«°(7î,/xO') / e<'>°^^Q''>~^Q' Bif,"^' + tiQ,) dfiç, dti^' 
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d'où une majoration 

Montrons qu'il existe un entier D tel que l'on ait une majoration 

(1) |L.^^«°(i/,M«')|iÎ2(/^'?') « (i + ||iy||)^dp„(r)^ . 

Il suffit de majorer w^'*^" {H, A, ly) pour fi et ly parcourant un sous-ensemble com- 
pact 51 de 1(05)*. Si chaque terme de la somme définissant lJ^''^°{H,\,v) était 
holomorphe en jjP , la majoration serait évidente. Il y a des pôles dus aux fonctions 
eg!'{sX — tv). On peut raisonner comme dans la preuve de la proposition ll3.2TT] : le 
lemme 113.2.21 nous ramène à majorer un nombre fini de fonctions 

où D est un opérateur différentiel en A, v et p(A, v) est un produit de fonctions 
affines réelles tel qu'après multiplication par p, plus aucune de nos fonctions n'ait 
de pôles pour /x, ;y £ $7. La majoration de 

est évidente et (1) s'ensuit. De (1) résulte une majoration 

|Aj_(iî, H)\ « n^'^iHQ - Tg)à^iH T)<pl_,iH - T) 

B,i9^\HQ) Hq,){1 + ||i?||)^dp„(r)^ . 

En faisant appel à I2.12.3i appliqué au cas P' ~ Q, on voit que cette dernière 
expression est intégrable en H. D'où la première assertion de l'énoncé. En reprenant 
la preuve ci-dessus et celle du lemme 113.3.11 on voit que 

\A];^,,{B,H)-Al,,,{B,H)\ « 

f , \X{T,H,f,Q')\B2{ti'^')dfiQ' 

où X{T,H,fiQ') est égal à 

JLo(F)\Lo(A)i Jk 

Pour s e (6*0(05), Qo), t G (as, Qo) et ^, e ^^s posons A — ôofi et 
a;^'Q«(i/,A,;.,s,i)- Y. 

{S'IPoCS'CQo} 

p<s's\-t'tuM+T[H'^]> 

s'e'WQo{a,eo(S),as') t'eWQo (t(as),as,) 

e'^^isX - tv) < M{t't, i/)-iM(s's, A)$, ^ > . 
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Ceci est encore holomorphe en A, v. On note 

w^'Q" {H, s, t) = u}^-Q" {H, ôofi, fi, s, t) . 

On a l'égalité 

seW«(0o(as),Qo) teW«'(os,Qo) 

Pour s et i comme ci-dessus, posons 

Y{T,H,fiQ\.s,t)^ÔQ,ie"r' [ f 

JLo(-F)\Lo(A)1 JK 



EQo(^xe"k,M{t,fiQ')'^,l2Q')dkdx . 



Grâce à l'équation (7) de la section [13.21 on peut décomposer X{T, H, jj'^ ) en une 
somme 

^ (u^'Q" {H, f,Q\ t) - y (T, H, M^', ,s, t)) . 

Fixons s et t. Remarquons que, dans l'expression Y{T, H, fi'^ , s,t), on peut sortir 
le des séries d'Eisenstein et on obtient 

r(r,i/,/xO',s,i) = e<-«o(A^''')-*(^'''')^«> / [ 

JLo(F)\Lo(A)i Jk 

EQo (xfc, M(i, ) dk dx . 

On sait (cf. I5.4.3P qu'il existe un réel iî > tel que, pour jjP dans le support de 
B2, on ait la majoration 



aeA 



«0 



Comme on l'a dit plusieurs fois, ce dernier terme se majore par e ^■'^^0^^) . D'où 
une majoration 

\Al^,,{B,H)~Al^^,{B,H)\ « 

On continue le calcul comme précédemment et on obtient 

lA^^AB) - Al„AB)\ « er^^^o^^K 
La dernière assertion de l'énoncé résulte maintenant du lemme 113.3. If ii) . 



□ 



13.5. DÉCOMPOSITION DE A^pjjj^e{B) 



195 



13.5 Décomposition de Ap^^^{B) 

Le terme est une intégrale en H Q Og^. Changeons de variable en 

remplaçant H par Tq^ + H — Y, où le nouvel H appartient à ag et y S Oq^. La 
condition 

^.T(^Q - Tl)?T^iH - T)0|^(i/ - T) = 1 

devient 

n^^iY)à^iH)çb'^^i-Y) = l. 
Puisque (/)g^^(— y) = 1, on peut écrire 



= > yaag„ 



aeA«-A«o 

avec des j/a > 0. L'élément H + T[H'^] du paragraphe précédent devient 

TQ„+H + Y + T[Tg-Y] . 
On a calculé T[r^^ - Y] en ll2.4.1l : ce terme vaut 

Alors 

Tg, + iï + y + T[T^^ + y] = T + iî-x 

où 

aeA?-A«« 

On peut encore changer de variables en remplaçant Y par X. Ce X appartient au 
cône engendré par les éléments de — Aq" . On note C{Q, Qo) ce cône. L'ancien 
y devient Xq^. On a ainsi transformé notre intégrale sur Og^ en une intégrale sur 
ag X C{Q,Qo), l'ancienne fonction 

^vT^HQ -Tl)à^{H -T)cj^l^iH -T) 

devenant k'^'^ {XQ„)à^{H) et le terme H + T[Y^] devenant T + H~X.On obser- 
vera que la mesure en X n'est plus la mesure euclidienne mais la transportée de la 
mesure euclidienne sur Oq^ par la projection injective X n- Xq^ . Revenons à la dé- 
finition du terme uj'^-''^° (H, A, ly) du paragraphe précédent, que l'on note maintenant 
uj'^-Qo(H, X, A, i'), avec nos nouvelles variables H et X. L'application 

teWQ'(as,Qo) 

qui, à t' G W'3"(<(os), as') associe t't, est bijective. On remplace la variable d'ori- 
gine t par un tel produit t't. On remplace ensuite s par {t')~^s. On obtient 

u:^^^"iH,X,X,.)^ y: E 

teWQ'(as,Qo) s6WQ(eo(as),t(as)) 
^2 ^ ^<t' s\-t'tv,T+H-X> 

{S' I PoCS'CQo} t'GWQo(t(as),as,) 

e^;'(t'sA - i'tz/) < M(t'i, v)-^m{t's, A)$, * > . 
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Le parabolique tS n'a pas de raison d'être standard mais il existe un unique para- 
bolique standard tS C Qo qui a même Levi tM que tS. On peut remplacer ci-dessus 
S' par tS. La double somme en S" et t' se transforme en une somme sur 'P'^°{tM) 
et on obtient (cf. WÏM i)) : 



teW<3'(as,Qo) seWQ(eo(as),t(as)) 



ou 



< M(t, i'y^Ms'\,sit'^y^Ms'\,sis>^)M{s, A)$, * > . 

On doit intégrer 

{H, X, n) = Lo^-'^° {H, X, 00 (m), fi) 

en fi, X et H. Chaque ujJ'P°{H,X,X,h') est encore une fonction C°° de A, v. On 
note ujj'^° {H, X, II) sa valeur en A = ^o(/^)j = l^- En reprenant les preuves du 
paragraphe précédent, on voit que l'on peut sortir les sommes en s et t des intégrales. 
On obtient 

(1) ^J„.e(5)= E E 

teWQ'ias.Qo) seWQ(eo(as),t(as)) 



ou 



Al,{B)= j à^{H) j n^^iXQ,) f ioJf"iH,X,ii)B{p)diidXdH . 

Ja^ Jc{Q,Qo) Jî(of)* 

On fixe t G WQ'{as,Qo) et s e (6*0(05), t(as)). On a défini 

u;lf«{H,X,X,,.) 

par une sommation sur S' G V'^°{tM). Elargissons cette sommation en la faisant 
porter sur S' G 'P^{tM). Précisément, pour H G Oq, fi,v € ia^'* et A = 0oA*> 
posons 

<iQ(iJ,A,.) = E e<^™+^-(^)>eg,(.A-t.) 

5'G-p<î(tA/) 

< M(t, i.)-iM5,|^s(ii.)-iMs,|,5(sA)M(s, A)$, * > . 

C'est une fonction C°° de /i et z^. On note u!j'^{H, /i) sa valeur en v = ^. 

Proposition 13.5.1. 

(i) L'intégrale itérée 

Al,{B) = / à«(7î) ( / u:Jf{H,i,)B{fi)dA dH 

est convergente dans l'ordre indiqué. 

(ii) Pour tout réel r, on a une majoration 

\Al,{B)~Al,{B)\«Ap.{T)-^ ■ 

Preuve : Les paragraphes 11 3 . 6] et 1 1 3 . 71 seront consacrés à la preuve de cette propo- 
sition. 

□ 
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13.6 Majoration de transformées de Fourier 

Considérons l'application linéaire 

seo~t: (4)* ^ tiasf'* . 

On note b*g son noyau, c*^ son image, l'orthogonal de b*g dans (a^)* et b*g 
l'orthogonal de c*^ dans t{as)'^'* ■ L'application ci-dessus se restreint en un isomor- 
phisme 

Pour A G t{as)'~^'*, on note Ah et Ac ses projections sur b*^ et c*^. On définit une 
application linéaire 

b*s X t{as)^-* ^ {afr X b*s 
(A, A) ^ (MA,A),Afc) 

par ^(A,A) = A + i^^(Ac). C'est un isomorphisme. On fixe une fonction Bh G 
C^{ib*g) telle que Bi,{0) = 1. Rappelons que l'on note tM et L les Levi standard 
de tS et Q. Pour A G ib*g, A G i{afj^j)* et S" G V^{tM), posons 

(^(A;A,5') = S(M(A,A))Bb(Afc) 

< M(t,Ai(A,A))-iMs,|,s(tM(A, A))-i 

Ms'|,5(iM(A, A) + A)M(s, s-4^(A, A) + s-^A)*, * > . 

Ces fonctions sont C°° et à support compact en A et A. Considérées comme des 
fonctions de A, dépendant d'un paramètre A, elles forment une [L, tA'/)-famille. 
Pour un élément Z € , on définit une (L, tAf )-famille familière par 

d^(A,5')=e<^'''"'(^)> . 

On pose ip^{X; A, S") = (p(A; A, S")d^(A, S'). En se limitant aux S' C Qo, on obtient 
des (Lo, tM)-familles. Conformément aux définitions de ll.lOl on définit les fonctions 

^%f«{\;A)^ ^ ^^(A;A,y)eg,"(A) 

S'e7'«o(tA/) 

et 

^fi,^(A;A)= ^ ^^(A;A,5')6^,(A) 
qui sont encore C°° et à supports compacts en A et A. 

Lemme 13.6.1. Pour A G ib*g, A = Ac G ic*^., i/ G ûg e< A" G C((3, Qo); on a les 
égalités 

il) oj^^Q" {H, X, ^(A, A))B{^,{X, A)) = (A; A) 

et 

(u) m(A, A))B(m(A, A)) ^ +^'^(A; A) . 

Preuve : Pour A G it{as)^'* en position générale, il résulte des définitions que 

^T+H-X.Qo ^) ^ ^T,Q„ ^(^^ ^(^^ A))i3(/i(A, A))i3,(Ab), 

où 

i/(A, A) ^ ^s^4^(A, A) + e^^s^^A . 

Il résulte de la définition de /i(A, A) que 

:^(A,A) = ^(A,A) + 6'(7^s-iA,, . 

Pour A et Ac fixés (donc aussi /i(A, A)), il reste à faire tendre A;, vers pour obtenir 
l'égalité (i). La preuve de (ii) est similaire. 

□ 
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En conséquence, la définition de A^ f{B) se récrit 
Al,{B) = \det{L)\-^ [ à^iH) [ «"^(XqJ / 

Jog Jc(Q,Qo) Jib 



[ f^Ai"'^'^" ^) dX dX dH . 



On introduit les transformées de Fourier inverses en A des fonctions 

^(A;A,5') , ¥'^(A;A,y) , ^%{\\A) et ^f#'(A,A) 
que l'on note 

(p{\;U,S') , (p^(\;U,S') , <i?(A;C/) et ^fif°{X;U) 

le paramètre U appartenant à t{as)^- Ce sont des transformées de Fourier inverses 
de fonctions C°° à support compact, donc des fonctions de Schwartz en U. Par 
inversion de Fourier, l'intégrale intérieure de l'expression ci-dessus est égale à 

OÙ est l'annulateur de c*^ dans i(os)'^- D'où le 
Corollaire 13.6.2. 

Al,{B) = \det{,r' [ à^iH) [ K^^iXg,) [ 

^''^m"'^'^" (A; U) du d\ dX dH . 
Lemme 13.6.3. Fixons un réel p > 0. Considérons les cinq expressions 
(1) / ^QiH) f f f \^l+j"-''^'^"{X;U)\dUdXdXdH; 

Ja'^ JC{Q,Qo) Jibl Jb^s 

f à^{H) f (1-«"^(XqJ) / 

Ja9, JCiQ.Qo) Jib% 



(2) 

~T+H-X,Qo 



(p'^^"-'^-'^°{\;U)\dU dXdX dH; 



(3) / à'^{H) / / {l-nP'{Uml^,"-^^'^^\X;U)\dUd\dXdH; 

Jc{Q,Qo) Jibl Jb^s 



(4) / / / \^™'^i\;U)\dUd\dH; 

(5) / à§{H) f f {l-KP^{um™'i{X;U)\dUdXdH . 
Alors, 

(i) Les cinq expressions sont convergentes. 

(ii) Pour tout réel r, (2) est essentiellement majorée par Apg{T)~^ . 

(m) Il existe une constante absolue po > telle que, si p > po, (3) et (5) sont 
essentiellement majorées pour tout réel r par âpQ{T)~^ . 
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Preuve : On traite d'abord l'expression (4). Par définition, la (i, (A/)-faniille 

((y5^(A; A, 5'))s'6T'0(tA/) 
est le produit des (L, tA/)-familles 

et (d^(A, S"))5,gpQ(^M). D'après [rïU31 on a 

P'eJ=-«(tM) 

Ou encore, grâce à Il.10.3r 2') : 
où 

y{Z)^{Ys.{Z))s,^v<^(,M) 

est la (L, tAf)-famille orthogonale associée à Z. La fonction (/7p, (A; Ap/) est C°° et 
à support compact en A et Ap' . En introduisant sa transformée de Fourier inverse 
^p, (A; Upi), l'expression ci-dessus devient 

V=fM^(A;A)= Y. L e<^^^-'^^'^^^>rf;,(C/^',j;(Z))^^,(A;C/pOrfC/ 

= T. e<'^^^>r^;,iU'" ,y{Z))^%{X;Up, -Yp,{Z))dU . 

Cette formule détermine 

0f,?{X;U) = J2 KM{U^\y{Z)W%{X;Up,-Yp,{Z)) . 

L'expression (4) est donc majorée par 
où 

^(4)(^')=/ 

/ / rPij{U'",y{T))\if%{\;Up> -Yp,{T)-H)\dUdXdH . 

On a simplifié y{T + H) en y{T) et Yp,{T + H) en Yp^T) + H, ainsi qu'il est 
loisible. Fixons P' G F^{tM). Posons 5 — b^s H Op,, notons e l'orthogonal de cet 
espace dans Op, et posons 

On a l'égalité 

b^5 = 9 © bj 
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et la projection sur t{as)^ est injective sur bj. La fonction <^p, (A; V) est à support 
compact en A et de Schwartz en V € Op, . On peut fixer une fonction C°° et à 
support compact C sur ibg et des fonctions de Schwartz (jjd sur d et 0e sur e, toutes 
à valeurs positives ou nulles, de sorte que 

\v%{^;V)\<c{x)MVd)MVe), 

où Vd et Ve sont les projections orthogonales sur O et e. On a alors la majoration 

Ii,)iP')<[ ^q{H) f f f C{X)T^;,iU^' ,y{T)) 
(6) "'"q Jib%JtiJht 

MV - YP'AT) - Hd)MUp'.e - Yp,,,{T) - H,)dUdVd\dH 



où on a abrégé les notations, par exemple Ypi^f,{T) = {Yp'{T))e. Par le changement 
de variable 

et parce que C et çi^ sont intégrables, on obtient 

(7) ^çiH) f T%.jiU''',y{T))MUp'.e-Yp,,{T)-H,)dUdH, 
OU encore 

(8) lf^){P')« f à^{H)cf,'^{-Yp,,{T)-H,)dH, 
où, pour y g e. 

Puisque la projection U n- C/^ est injective sur bj, cette dernière intégrale est à 
support compact. Donc ç!>J est encore de Schwartz. Pour démontrer que l'intégrale 
de droite de (8) est convergente, il suffit de prouver la majoration : 

(9) ||iï|| << ||i/e|| pour tout Heaç tel que cF^(iî) = 1 . 

On rappelle que l'on a noté t le noyau de l'application q. L'espace b^s Gst l'annula- 
teur dans t{as)'~^ de l'image par s6o — t de ag. C'est donc le noyau de Oq^s^^ — t^^ 
dans t{as)'~' ■ On a 

eô^s-^ - t-^ = 0o^s-\l - w9o) 

où w = sôoit)'-^, donc b^s est le noyau de f — w9o dans t{as)'^ ■ Mais w fixe ag. 
Donc 

{X - w9oX)q = q{X) 
pour tout X et le noyau de f — wOq est contenu dans î. A fortiori 

(10) b,s C « . 
Il en résulte une majoration 

\\q{H)\\ « \\H,\\ . 
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On utilise le lemme [^.12.21 : on a une majoration ||iï|| << ||ç(iï)||. La majora- 
tion (9) en résulte. Cela achève la preuve de la convergence de (4). Considérons 
l'expression (5). On voit comme ci-dessus qu'elle est majorée par 



avec 

ll^{P')«( d^{H)[ [ il-nP'^iU + V))T^;,iU^',yiT)) 

MV - Yp,^d{T) - H,MUp,, - Yp,^,{T) - H,) dU dV dH 

(cf. (6) ci-dessus, où on s'est débarrassé de l'intégrale en A). Fixons p' > que 
l'on précisera plus tard. On majore I^^^{P') par /^-^^ y{P') + 1"^^^ <(^')i ces termes 
étant définis par l'intégrale précédente où l'on glisse la fonction 1 — k'' (H) dans le 
premier terme et la fonction ^ {H) dans le second. Majorons d'abord ij^^^ >{P')- 
On a une majoration similaire à (7) : 



(11) 



/ rPiflU"" ,yiT))(beiUp,e - Yp,AT) - H,) dUdH 



où la constante implicite ne dépend pas de T. Les constantes ci, C2 etc.. que l'on 
va introduire sont absolues, c'est-à-dire ne dépendent d'aucune des variables T, H 
etc.. Elles ne dépendent pas non plus de Q, R etc.. simplement parce que ces 
dernières données ne parcourent que des ensembles finis. Il existe ci > tel que la 
condition 

Tf;,{u^\y{T))^i 



entraîne 



Puisque l'application U M> est injective, il existe C2 > tel que cette même 
condition entraîne \ \U\\ < C2||T||, donc aussi ||C/p'.e|| < 22112^11. Il existe C3 > tel 
que cette relation entraîne 

\\Up.^e+Yp,^,{T)\\<C3\\T\\ . 

D'après (9), il existe C4 > tel que ||iîe|| > C4||iï||. La condition 1 — '^{H) = 1 
entraîne ||-ffe|| > C4p'||T||. On fixe p' tel que C4/3' > C3. Alors les deux conditions 
ensemble entraînent 1' inégalité 

\\Up,e-Yp,,{T)-H,\\ > (c4-^)||i/|| . 

p 

Puisque çig est de Schwartz, l'expression (11) est donc essentiellement majorée par 
{l^n^'^m [ r%,iU^',yiTmH\rdUdH 

pour n'importe quel réel r. L'intégrale en U est essentiellement majorée par ||r||^ 
pour un entier D convenable. L'intégrale en H est essentiellement majorée par 
||T||~''. On en déduit une majoration 

(12) /f5),>(P')«dPo(T)-'- 
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pour tout réel r. Traitons maintenant ij^^-^ ^(P'). Rappelons que 

^r5),<(^')= / à^mn^^^iH) I I (i-«''^(f/ + y))rf;,(f/^',3;(T)) 

MV - Yp,AT) - Ha)MUp'.e - yp'AT) - H,)dUdVdH . 
On a encore \\U\\ < C2||T||. Ajoutons la condition 

{1- Kp^iU + V)) = 1 
c'est-à-dire ||J7 -|- y|| > p||r||. Si p > C2, les deux conditions entraînent que 

II^II>(P-C2)||T|| 

c'est-à-dire 

{1 - k'^p-'^'^^ {V)) = 1 . 

A fortiori y 7^ et l'espace d n'est pas nul. On a fixé p' ci-dessus. Il existe C5 > 
tel que (H) = 1 entraîne 

||yp.rf(T)-ff<j|| <C5||T|| . 

Supposons p > C2 + C5 . Alors nos conditions entraînent 

\\V ^Yp,^d-Hd\\ > . 
Puisque (j)d est de Schwartz, <(^") est essentiellement majorée par 

/ ^''^(H) [ [ r^i,iu^',yiTmv\rii-n^'-'^^^{v)) 

MUp'^e ' yp'AT) - He) dUdVdH 

pour n'importe quel réel r. On majore encore (f>e par une constante. Les intégrales 
en iJ et J7 sont essentiellement bornées par ||T||^ pour un entier D convenable. 
L'intégrale en V est essentiellement bornée par ||T||^'' pour n'importe quel réel r. 
D'où une majoration 

if,^jp')«dp,{Tr^ 

pour tout réel r. Jointe à (12), elle prouve l'assertion de l'énoncé concernant l'expres- 
sion (5). Considérons maintenant l'expression (1). On voit comme précédemment 
qu'elle est essentiellement majorée par 

P'&T^o(tM) 

où 

IUP')^ I ^q{H) I I I \V^Uu''\y{T - X))\ 

Jag JC(Q,Qo) Jibl Jb^s 

\(p%{X;Up: -^Yp,{T - X) - H)\dU dXdX dH . 

On fixe P' G J-'^''{tM). On pose les mêmes définitions que dans la partie de la 
preuve consacrée à l'expression (4). On obtient une majoration similaire à (7) : 

lf^{P')«[ à^{H) [ I \T^Uu''\y{T - X))\ 

Jag Jc{Q,Qo)Jbf 

MUp',e - Yp,AT -X)- He) du dX dH . 
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Décomposons c en e[, © e^, où % est l'orthogonal de b^s dans Og^ et est son 
orthogonal dans e (parce que P' C Qo, % est bien contenu dans e).On peut fixer 
des fonctions de Schwartz t/)^ sur et sur et, de sorte que, pour V G e, (t>e{V) < 
ç!>[,(V^)(/)|,(Vt,), avec le même genre de notations que précédemment. Alors 

/fi)(p')«/ / / ir^Au"" ,yiT ^ x))\ 

Ja'g, Jc{Q,Qo)Jht 

h{U^ - Yp^^^T -X)- H^)M-n -H^+X^,) dUdXdH . 

On a utilisé que la projection de Yp/^e(T — X) dans n'était autre que T\, ~ Xf,, 
ce qui résulte de l'inclusion P' C Qo- On majore (|)^^ par une constante. Puisque 
U I— >■ est injective, l'intégrale en U est essentiellement bornée par 

||r||^ + (i + ||x||)^ 

pour un D convenable. Puisque est de Schwartz, l'expression ci-dessus sera 
convergente si l'on montre que pour tout T, tout H G Qq tel que àQ{H) = 1 
et tout X G C{Q, Qa), on a une majoration 

(13) \\H\\ + \\X\\«\\T, + Hi,-Xi,\\ . 

L'espace î contient à la fois Qq" et b^s d'après (10). Il contient donc le noyau 
© © Cl, de la projection sur . On a donc 

Il9(^)ll « IIHII 
pour tout V. On applique cette relation à 

V = T + H-Xq„ . 

Puisque q{T) = G, il reste à appliquer le lemme [2.12.21 pour en déduire (13). Cela 
prouve la convergence de l'expression (1). Plus précisément, on déduit de (13) une 
majoration 

/ / \\Tni + \\x\\r-ii + \\H\\r^dxdH 

Jag Jc{Q,Qo) 

pour tout réel r. Considérons maintenant l'expression (2). La seule différence est 
que le terme 1 — k^'^^Xq^) se glisse dans les calculs. La majoration ci-dessus est 
alors remplacée par 

/a)(^')« / / \\T\\^{l-n^^{XQ,m + \\X\\)-Al + \\H\\)-^dXdH . 

Ja% JC(Q,Qo) 

Cette expression est convergente et majorée par | |T[|~'' pour tout réel r. Cela prouve 
le (ii) de l'énoncé. Considérons maintenant l'expression (3). Remarquons que, pour 
démontrer l'assertion la concernant, on peut aussi bien y glisser 

En effet, en notant (3') cette nouvelle expression, la différence entre (3) et (3') 
vérifie grâce à (ii) la majoration souhaitée. Pour majorer (3'), on peut reprendre 
le raisonnement qui a servi à majorer (5). Puisque ||^QoI| reste borné par 7?||r|| et 
que X I— >■ Xq^ est injective sur le cône auquel appartient X, les coordonnées de X 
qui s'introduisent dans les calculs ne perturbent pas ce raisonnement. Il intervient 
une intégrale supplémentaire en X qui reste bornée par celle de k'^'^{Xq^), donc 
par ||T||^ pour un D convenable, ce qui ne change rien au résultat. 

□ 
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13.7 Deux lemmes et fin de la preuve de 113.5.11 

On fixe un réel p > po, où po est le réel du (iii) du lemme précédent. Posons 
Ef = \det{,)\~' I à^iH) I [ nP^{U) 

<fF+"-^'^° (A; U) dX du dX dH . 

CiQ.Qo) 

En utilisant 113. 6. 2l et les assertions du lemme [T3 . 6 . 31 concernant les expressions (1), 
(2) et (3), on voit que cette expression est absolument convergente et que l'on a 
une majoration 

(1) \\Al,~E^\\«dp,XTr^ 
pour tout réel r. 

Notons l'ensemble des racines de a^M qui sont positives pour le parabolique 
standard tS. Pour tout 5' G V'^°{tM), notons a{S') le nombre d'éléments de 

(ou encore de (-A^,") n S+g) et C^"(S") C t{as)'^'> le cône formé des 



^aeA«onE+, / \ae(-A«o)ns;^ 

avec des Xa > et des ya > 0. En remplaçant les exposants Qo par Q, on définit 
de même le cône C'^{S') C t{as)'^ pour tout S' G P%M). 

Lemme 13.7.1. Pour tous Z G a^, A G et U £ b^s, on a l'égalité 

^f#'(A;[/)= Y. i-^r^''^ f ${X;U-Ys,{Z) + V,S')dV . 

Preuve : D'après [1.10.31 on a 

^f^?°(A;A)=/ / e<^'^+''^o>r%{U,y)^^'Q»{X;y)dUdy, 

où 

et (f {X;y) est une fonction sur cet espace qui "globalise" les différentes fonc- 
tions (f ^ {X;Y, S') pour S' G 'P'^°{tM). La proposition 1 1 . 8 . 7l affirme que 

^?M(u,y) = Y. i-ir^''^ic^ois')iY^°-u), 

S'£-pQo(tA/) 

où lcQo(5') est la fonction caractéristique du cône C'^°{S'). Il en résulte l'égalité 



(- 



-ir(^') / IcQoisniY'^" -U)0''{^;Y,S')dYdU 
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D'où 

E ("1)''*^'' / lc<^oçs')iV-U'^"W'{X;V + UQ,,S')dV 
On vérifie que 

[p''iX;Y,S') = ip{X;Y -Ys^{Z),S') . 
Par le changement de variable V i-> U'^° + V, l'intégrale intérieure devient 



/ (p{X;U -Ys,{Z) + V;S')dV 



/CQo(S') 

et la formule ci-dessus devient celle de l'énoncé. 

□ 

L'intégrale intérieure de l'expression Ef devient 

V (-l)'^(^^') [ [ (p{\;U -Ys.iT - X) - H + V,S')dV dX, 

S'eVQoUM) Jc{Q,Qo)JcQo{S') 

cette expression étant évidemment absolument convergente. Pour S' G V'^"{tM), 
choisissons u G W*^" tel que u{S') soit standard et notons Ys'[X) la projection de 
u-^X sur t{as)^. On a Ys'{T - X) = Ys'{T) - Ys'{X). Il résuhe des définitions 
que l'application 

C(Q,go) xCQ°(5') ^ t(as)« 

{X,V) ^ Ys>{X) + V 

est injective et a pour image le cône C'^(5'). Elle ne respecte pas les mesures eucli- 
diennes. Pour nous, les cônes C*3o(5") et C'^{S') sont bien munis de ces mesures, mais 
C{Q, Qo) est muni de la mesure introduite en ll3.5.Il pour laquelle la projection sur 
Oq^ préserve les mesures, ce dernier espace étant muni de la mesure euclidienne. On 
voit alors que l'application ci-dessus préserve les mesures. L'expression précédente 
devient 

J2 (-ir^^'^ / ^iX;U~Ys'iT)-H + V,S')dV . 

S'6P«o(tj\/) JCQ{S') 

Il y a un lenime similaire au précédent où Qq est remplacé par Q. Lia, somme ci- 
dessus vaut donc 

^f™(A;f/)- Y. (-ir*^'^/^ ^ ^{X;U{S',H,T) + V,S')dV 

avec 

U{S', H,T) = U - Ys' {T)-H . 

On en déduit l'égalité 

(2) El ^ eJ ~ eJ, 

où 

Ej ^ \detiL)r' [ à^{H) j j Kp^iU)ip^+"-'^{X;U)dUdXdH, 
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et 

I (p{X;U -Ys'{T) - H + V,S')dV du dXdH . 

Cette décomposition est justifiée car l'expression E2 est absolument convergente 
(expression (4) du lemme [13. 6. 3p . donc iîj est convergente au moins dans l'ordre 
indiqué. Pour S' G V'^{tM) - 'P^°{tM), posons 

El-f o^Q{H)j [ n^^{U) 

[ \^{X;U -Ys'iT)- H + V,S')\dVdUdXdH . 

JcQ(S') 



On a évidemment 



(3) \Ei\« y: ^s'- 

S'GPO(tA/)-P«o(tM) 

Lemme 13.7.2. Pour tout 

S' e P'^itM) -P^°{tM) 
et tout réel r, on a une majoration 

El «dp„(T)-^ . 

Preuve : On a noté î le noyau de q. On note ît sa projection sur t{as)^ , ou son 
intersection avec cet espace (cela revient au même puisque a}^ C 0^" C l). On 
note f l'orthogonal de ît dans t{as)'^ (qui est aussi l'orthogonal de î dans a^). On 
fixe une fonction C G C'^{ib*g) et des fonctions de Schwartz (j)k sur it, sur f, à 
valeurs positives ou nulles, de sorte que 

\ip{X;V,S')\<CiX)MVk)Hiyf), 

avec des notations familières. Grâce à I13.6.3r i0). et puisque C est intégrable, on 
obtient 

El « f ^q{H) f ^"'^{U) [ MU -Ys>,kiT)~Hk + Vk) 

<pf{-Ys'j{T) -Hf + Vf)dVdUdH . 
Notons C*^(S")q(, la projection orthogonale de C^{S') dans Oq^. Pour 

^eC'3(5')Q„ 

la fibre de cette projection est de la forme V{X)+C{X) où V{X) est un élément fixé 
de la fibre et C{X) est un sous-ensemble convexe de t{as)'^° ■ Si X est en position 
générale, ce sous-ensemble est d'intérieur non vide. On peut décomposer l'intégrale 
sur C'^{S') en une intégrale sur C'5(S")Qg d'intégrales sur les fibres. On peut majorer 
brutalement ces dernières intégrales par l'intégrale sur t{as)'^" tout entier. En se 
rappelant que cet espace est contenu dans Ét, on obtient 



El«f ^^{H) j nP'^iU) [ cj,f{~Ys>î{T)-Hf+Xf) 

[ MU- Ys'AT) -Hk + V{X)k + V)dVdXdUdH 
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Puisque 0^. est de Schwartz, la dernière intégrale intérieure est majorée indépen- 
damment de T, H, X et U. On intègre ensuite en U la fonction kP'^{U). Cette 
intégrale est essentiellement majorée par ||T||^ pour un D convenable. D'où 

'/ à§{H) f cl,f{~Ys,f{T)-Hf+Xf)dXdH. 

On va montrer que pour H tel que '(Jq{H) = 1 et pour X G C'^{S')Qg, on a une 
majoration 

(4) ||T|| + ||ff|| + ||X|| « 1 + Il - Ys,j{T) - Hf + Xf\\. 

On en déduira une majoration 

El « nr-'- / / (1 + \\H\\r^{i + wxwr^dxdH 

pour tout réel r. Ceci est essentiellement majoré par dpo(T)~'" pour tout r, ce qui 
démontrera le lemme. Revenons à (4). Le cône C'^(S") est engendré par des pour 
a S n (±Ag, ). Donc C'^{S')qq est contenu dans le cône engendré par les Oq^ 
pour a G A^j^ — A[^°. Autrement dit, un élément X de ce cône vérifie {^X) = 1. 
On ne fait que renforcer (4) en remplaçant l'hypothèse X £ C^{S')q„ par X G Qq^^ 
et <j>Q^^{~X) = 1. Puisque f est l'orthogonal de É, on a en tout cas 

\\q{Ys,{T) + H-X)\\ « \\~Ys,f{T)-Hf + Xf\\ . 

Soit u G tel que u{S') soit standard. On a 

rs'(T) = {W'T + To - u-'ToU = - XiT),s 

où 

T' = T + To -u^^To et X{T)^T-u-^T. 
Puisque Oq'^ C O-q" C É et puisque q{T) = 0, on a 

q{Ys,{T)) = g(r;s - X{T)^s) = g(T' - X(T)qJ = g(To - îi-^To - X{T)q,) . 
Remarquons que 

0g„(-X(T)Q„) = l . 
En appliquant le lemme [^.12.2l à H et —X — X{T)q^^ on obtient 

ll^ll + II^(î^)qo + ^11 « 1 + MYs'iT) + H-X), 

le 1 servant à se débarrasser du terme constant (/(Tq — u^^Tq). Puisque X(T)qq et 
X sont dans un même "vrai" cône, on peut remplacer ||X(T)q(j + X\\ par 

ll^mQoll + 11^11 ■ 
Pour obtenir (4), il suffit maintenant de prouver une majoration 

||T|| « ||X(T)qJ| . 

D'après If .5.21 X{T) est combinaison linéaire des pour a G TZ{u), avec des 
coefficients supérieurs ou égaux à dpo(T). Or l'hypothèse que 5" ^ Qo implique 
qu'il y a au moins un a G TZ{u) tel que sa projection Oq^ ne soit pas nulle. Dans la 

K„;«eA„«-A«?°} 

de Oq^, au moins l'un des coefficients de X(T)qq est donc supérieur ou égal à 
dp„(T). Cela prouve la majoration précédente et cela achève la démonstration de 
If3.7.2l 

□ 
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Nous pouvons maintenant achever la preuve de 113.5.11 Posons 



Ja9, J ib% Jb 



s •"'ts 

Ceci est encore convergent et l'assertion du lemme 113.6.31 concernant l'expression 
I13.6.3r 5l montre que 

(5) \El-El\«dp„{T)-^ 

pour tout réel r. Par inversion de Fourier de l'intégrale intérieure, on a 

El = \det{L)\-^ I à^{H) 1 [ ipl+"''^i\;A)dAdXdH . 

Cette expression est convergente dans l'ordre indiqué. On peut regrouper les deux 
intégrales intérieures (les fonctions sont à supports compacts en A et A) . En utilisant 
le lemnie [T3.6.ir ii) et par le changement de variable (A, A) M' /i(A, A), on obtient 

El^l ^q{H) f ujlf{H,fi)B{^i)dfidH = Al,iB). 

Cela démontre que cette expression est convergente dans l'ordre indiqué. En addi- 
tionant (1), (2), (3), (5) et le lemme [T3.7.21 on obtient la majoration 

\Al,-Al,\«àp,{Ty^ 

pour tout r. Ceci achève la preuve de la proposition 1 13 . 5 .T] 

□ 

Rappelons les hypothèses sur Q et iî : on a Pq C Q C iî et ry((5, R) ^ 0. On a 
défini A^{B) dans la section[Ii;Hl Pour t e WQ'(os,Qo) et s e (6*0(05), t(as)), 
on a défini Al^{B) en 113.51 

Corollaire 13.7.3. Pour tout réel r, on a la majoration 

l^'^iB)- J2 E A^,(S)|«dp,(T)-. 

teW'3'{as,Qa) s6W<î(eo(as),t(as)) 

Preuve : Cela résulte des propositions 113.4.11 113.5.11 et de la relation I13.5.1t i) . 

□ 



13.8 Élargissement des sommations 

Rappelons (cf. I1.3.7P que W"^ {<^s,Qo) est l'ensemble des restrictions à as 
d'éléments t g tels que t{as) 3 oq^ et t g [W'^°\W'3 ], où on note ainsi 

l'ensemble des t G qui sont de longueur minimale dans leur classe W^^t. 

Lemme 13.8.1. On a l'inclusion W^' {as, Qo) cW^{as,Q). 

Preuve : Il suffit de montrer que 

(1) [w^«\w'3'] = [w'3\w'^] n w^^' . 

D'après [LÏÏ31 un élément t G [W'3n\W'3'] vérifie t-'^a > pour a G A^" . Il 
vérifie aussi t^^a > pour a G AJ^^ — Aq° car une telle racine a intervient dans 
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le radical unipoteiit de Q' et l'ensemble des racines intervenant dans ce radical 
unipotent est conservé par t. Donc t^^a > pour tout a £ A^, ce qui signifie, 
encore d'après ll.3.5[ que t est de longueur minimale dans sa classe W'^t. Cela 
prouve l'inclusion du membre de gauche de (1) dans celui de droite. Inversement, 
soit w e [W'3\W'^] n W^' . Soit t l'élément de Ion gueur minimale dans la classe 
'W^°w. Par ce que l'on vient de prouver, t est aussi de longueur minimale dans 
W^t. Mais W^w = WQt, donc w = t. 

□ 

On va maintenant élargir les hypothèses sur Q et _R : on suppose seulement 

PoCQcR 

et on abandonne l'hypothèse rj{Q, R) ^ 0, mais on conserve les hypothèses sur S", 
a et B. Pour t G 'W~^{as, Q), on pose 

(2) ?y(Q,iî;t) = ^(-l)°p-''<5 avec QcPcR et t e . 
p 

L'ensemble des P satisfaisant ces conditions peut être vide. S'il est non vide, il 
existe Pi C P2 tel que ce soit l'ensemble des P tels que Pi C P C P2. Remarquons 
en passant que P2 = R~ . On en déduit que rj{Q,R;t) est non nul si et seulement 
s'il existe un unique P vérifiant les conditions de (2). Et dans ce cas on a : 

îj{Q,R;t) = {-ir'^--'^s . 

On a défini en 113.51 une expression Aj^{B) pour 

teW«'(a5,Qo) et seW'^{eo{as),t{as)) . 

On peut aussi bien la définir, au moins formellement, pour t G W^{as,Q) et s 
comme précédemment. 

Proposition 13.8.2. Soientt e W^{as,Q) et s & W'3(6'o(os), t(as)). On suppose 
?j{Q,R;t)^0. 

(i) L'expression Aj^{B) est convergente dans l'ordre indiqué. 

(ii) Supposons t ^ {as,Qo). Alors on a une majoration 

\Aim\ «dp„(T)-'- 

pour tout réel r. 

Preuve : On reprend la preuve de la proposition 113. 5.T] Le lemme [T3.6.ir ii) s'ap- 
plique, avec les mêmes définitions. On obtient 

Al,{B) = \det{L)\-' f d^{H) f f ^%"''^{\;K)dKd\dH, 

puis, par inversion de Fourier, 

Al,{B) = \det{i)\-' [ à^{H) [ [ ^^j^,"'^i\;U)dUd\dH. 

Jag Jib% Jb^s 

Plus précisément, la convergence absolue du membre de droite ci-dessus entraîne la 
convergence dans l'ordre indiqué de A'^ ^{B) et la validité de l'égalité précédente. 
On doit donc prouver que ce membre de droite est absolument convergent et le 
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majorer sous l'hypothèse de (ii). Maintenant, on reprend la preuve du lemme [l3.6.3l 
consacrée à l'expression (4). Le début de cette preuve vaut aussi pour t G : ce 
n'est qu'à partir de la relation (10) de 113.6.31 qu'était utilisée l'hypothèse t £ . 
On obtient que l'expression déduite du membre de droite de l'égalité ci-dessus en 
remplaçant la fonction à intégrer par sa valeur absolue est essentiellement majorée 
par 

avec 

I^{P')«[ d^{H) [ r^;j{U'",y{T))MUp',e'Yp,,,{T)-H,)dUdH, 

cf. 113.6.3^ 7). Fixons P'. On va prouver que 

(3)« ||iî|| «l + \\Up',e~Yp,AT)-He\\ 

pour tout T, tout H tel que â§{H) = 1 et tout C/ G bft tel que T^^j^U^' ,y{T)) = 1 
et que, d'autre part, si f ^ (05, Qo), on a 

(3) (m) ||T|| + ||iï|| « 1 + \\Up,e - >P',e(T) - HeW 

pour tout T, H et U comme ci-dessus. En admettant cela et puisque 0e est de 
Schwartz, on a une majoration 

I^{P')«Crl [i + \\H\\)-^ f V^UuP\y{T))dUdH 

pour tout réel r, avec = 1 sans hypothèse sur t et, par contre, Cr = sous 
l'hypothèse de (ii). Puisque U n- est injective, l'intégrale en U est essentielle- 
ment majorée par ||T||^ pour un D convenable. L'intégrale en H est convergente, 
ce qui démontre le (i) de l'énoncé. Sous l'hypothèse de (ii), on obtient 

/^(p') « ||r||-" 

pour tout réel r, ce qui démontre le (ii). Démontrons les assertions (3). Posons 

w = s6'o(t)"^ 
et introduisons l'application linéaire 

q^:V ^{{1-wO^){V))q 

c • • • S 

de Oq dans lui-même. Les hypothèses sur s et i impliquent que wOçi conservent Qg . 

Puisque cet espace est contenu dans a^, il est aussi contenu dans le noyau de ç^. 
La preuve de ll3. 6.3^ 101 montre que b^g est le noyau de 1 — w9^ dans t(as)'^, donc 
est contenu dans celui de q^,. On a évidemment 

||g«-(-C/p',e + i"p',e(r)+7îe)|| « \\U P',e ^ Yp,^,{T) ~ H,\\ 

et il suffit de prouver la majoration 

(4) (i) ||iï|| «l + \\qy^,{-Up',e + Yp,,e{T) + He)\\ 

sans hypothèse sur t, respectivement 

mil) \\T\\ + ||iî|| « 1 + \\q^{-Up,, + Yp,^,{T) + 
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si t ^ W^'{as,Qo). Parce que c) C est contenu dans le noyau de on a 

qwi-Up^,e + Yp,AT) + H,) = q^U-Up' + Yp,{T) + H) . 
Puisque J7 G bj appartient aussi au noyau de ç^, on a 

qw{-Up,) = q^,[UP') . 

L'hypothèse r^j(^(;7^', 3^(T)) = 1 signifie que est dans l'enveloppe convexe des 
Ys,{T)P' pour S' e P^'itM)- On peut donc écrire 

U^'^ y: xs>Ys,{Tf, 

S'£VP'(tM) 

avec des réels a;^' > tels que ^^^'^^^"(ti/) ^S' = 1- Alors 

qn,{-Up,,e + Yp,,,{T) + H,) = q.^{H + Y^{T)), 

où 

Y^{T)^ J2 xs'Ys-iT). 
S'evp' (tM) 

D'après l'hypothèse rj{Q, iî ; t) 7^ 0, il existe un unique espace parabolique, que l'on 
note P, qui vérifie la condition (1). Parce que w G ^ on a 

q^{y)p^q^{Vp)^(l-e^){Vp) 

pour tout V . Parce que les S' sont contenus dans Q, a fortiori dans P, on a Y^{T) p = 
Tp, d'où qw{Y^{T)p) = puisque T = 9o{T). On en déduit 

{q^iH + Y^{T)))p = (1 - 0o)iHp). 

Comme dans 12.12.21 on écrit H comme une somme de vecteurs deux à deux ortho- 
gonaux 

H = Xq + Xi + X2 

avec Xq = et Hp = Xi + X2 où Xi est dans l'image de l'application (1 — ^o) 
et X2 est la projection de Hp sur le sous-espace des ^o-invariants. Comme P = R~ 
il résulte de l2.10.6y ii) que l'on a 

IIX2II « liXoll + \\Xi\\ 

et donc aussi 

\\X,+X2\\ « ||Xo|| + ||Xi|l 

et comme 

IIXill « ||(l-0o)^i|| = \\{l~0o)Hp\\ 

on a 

\\Hp\\ « \\{1-9o){Hp)\\ + \\HP\\ . 

D'où 

\\Hp\\ « \\iq^{H + Y^{T))p\\ + \\HP\\. 

Puisque d'autre part on a aussi qw{V)^ = qw{V^) pour tout V, il suffit donc de 
prouver une majoration 

(5)W lliî^ll «i + ||g..(i/^ + Fx(r)^)|| 
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respectivement 

(5) (zz) ||T|| + lliî^ll « 1 + \\q.^{HP + yx(T)^)|| . 

Pour S' G V^'itM), fixons ug' G tel que ug'iS') soit standard. On a 
Ys,{Tf ^{us}T + To-Us}To)^s ■ 

S 

Puisque Oq est contenu dans le noyau de qu,^ on peut supprimer l'indice : 
L'élément 

Xs'QwiTo -Us}T^) 

S'evp'itM) 

reste borné, on peut le négliger. Posons vs' — 6o(ug}). On a 
(1 - w9o)us}tP = Ug^T^ - + X^{S') 

où 

Puisque us' G , on a {ug^T^ -T'')q = et on obtient q^iu^^T^) = X'^{S')q. 
De ces calculs résulte la majoration 

\\q^{HP)+ Y. XS'X^{S')Q\\«l + \\q^{HP + Y^{Tf)\\. 

Il nous suffit donc de prouver la majoration 

(6) (ï) Y ^S'X^{S')q\\, 

sans hypothèse sur t, respectivement 

{6){^^) ||r|| + ||iî^|| « ||ç„,(iï^)+ Y. ^S'X^{S%\\, 

SI t ^ (as, Qo). L'élément appartient à Oq et vérifie la condition 

r^iH'') = 1 . 

Donc qu]{H^) appartient au cône engendré par les ç„, (n7^) pour w £ Aq — Ap. La 
définition 

et les propriétés habituelles montrent que X'^{S')q appartient au cône engendré 
par les àg pour a € — A^. Montrons que : 



le cône engendré par les qy^{vj^) pour w G Aq — Ap et les 
(7) âg pour a G A^ — A^ est un "vrai" cône, c'est-à-dire ne 

contient pas d'espace vectoriel non nul. 



Soient 

Y = Y Vvj^^ et Z = Y^ ^aàq 
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avec des coefficients positifs ou nuls. Il faut voir que l'égalité q^{Y)^Z = entraîne 

Y = et Z = 0. L'argument est le même que dans la preuve du lemme 12.12.11 
Puisque le produit scalaire (Y, Z) est positif ou nul, l'égalité q^{Y) + Z = entraîne, 
par produit scalaire avec Y, l'inégalité (Y, qu,{Y)) < 0. On a 

q,,iY)=Y -{w0oY)q 

d'où {Y,Y) < (Y, {w9oY)q). Par Cauchy-Schwartz, cela entraîne les égalités 

iw0oY)Q = wôoY = Y . 

Introduisons le parabolique standard Pi tel que 

Âp, = Âp U {n7 G Âq - Âp;y^ ^ 0} . 

L'élément Y appartient à la chambre positive associée au parabolique Pi n Mp du 
Levi standard Mp de P. L'égalité wOqY = Y entraîne w9q{Pi) = Pi. Puisque Pi et 
9q{Pi) sont standard, cela entraîne Pi = 9o{Pi) puis w e . On a aussi Q C Pi, 
donc s Ê W^i. Les relations w £ W^^ et 9o{Pi) ~ Pi entraînent alors t g W^^. 
D'après l'unicité de P, on a alors Pi = P. D'après la définition de Pi, cela entraîne 

Y ~ 0. Mais alors l'égalité qw{y) + Z — entraîne aussi Z — 0. Cela prouve (7). 
On a donc une majoration 

\\H^\\ + J2 ^5'|I^''(^')qII « IkUH'') + Y. ^S'X^iS')Q\\. 

A fortiori, on a la majoration (6)(i). Pour obtenir (6)(ii), il suffit maintenant de 
prouver que, si i ^ W'5 (05, Qo): on a- une majoration 

||T||«||X^(5')|| 

pour tout 5". On reprend l'argument utilisé dans la preuve du lemme [T3. 7. 21 L'élé- 
ment X-^(S") est combinaison linéaire de tous les ô. pour a S 7^(w^/zi;~^), avec des 
coefficients supérieurs ou égaux à Apç^(T). La majoration ci-dessus s'ensuit pourvu 
qu'il y ait au moins un a G 'R,{vg}w~^) tel que dg ^ 0. S'il n'en est pas ainsi, on 
a vs}w-^ G W^, c'est-à-dire 9{us')9{t)s-^ G W^, d'où t' = us't G W?'. Soit t" 
l'élément de longueur minimale dans la classe W^^t', il résulte de ll3.8.1] aue 

t" G W'3'(as,g) C W«(as,Q) . 

Mais comme par hypothèse on a aussi t G (05,(3) il en résulte que t = t" et 
donc t G (ciSiQo) contrairement à l'hypothèse. Cela achève la démonstration. 

□ 

On pose 

teW<^{as,Q) seW«(eo(as),t(as)) 
Corollaire 13.8.3. (i) Supposons rj{Q,R) ^ 0. Alors on a la majoration 
\?jiQ,R)A^iB)~A^iB)\ « dp,(T)-^ 

pour tout réel r. 

(a) Supposons rj(Q,R) = 0. Alors on a la majoration 

|A^(B)|«dp„(r)-'- 



pour tout réel r. 
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Preuve : . La proposition nous dit qu'à des termes négligeables près, on peut imposer 
la condition t G W'^ (a^, Qo) dans la définition de A'^{B). Mais, pour t dans cet 
ensemble, on a par définition l'égalité rj{Q,R;t) = rj{Q,R). Le (ii) devient clair 
tandis que le (i) résulte de ll3.7.3l 

□ 

Pour des sous-groupes paraboliques Q, S vérifiant Pq C Q et Pq C S C Q' , 
pour une représentation a € Tldisc{Ms), pour des éléments t G 'W~^{as,Q) et s G 
W'^ {9o{as),t{as)), pour des éléments G et A G 1(6*0(05)*^)*, on considère 

l'opérateur 

M{t, :.)-'Ms^^,sM-'Ms-us{sX)M{s, X)Ps.,^M, ^) • 

D'après [5.3.31 cet opérateur est une fonction lisse en A et v. On peut donc imposer 
A = 9qv. Lrtroduisons 



nQ' (S) 

{Q,iî|PoCQC-R}{S|PoCScQ'} ^ ' 

T. T. T. E v{Q,R;t) f^à^iH) 

( / e<(^««-*)^^^> < cjJfiS, a, /, ^0 M, /^)*, * > ) dH . 

On dispose de l'expression J^{B, f,uj) de 112. 9.11 et l'expression Jj(S, /, w) en est 
une approximation : 

Proposition 13.8.4. L'expression J^(P,/, w) est convergente. On a une majora- 
tion 

\J^iBJ,u:)^3^{BJ,Lu)\ «dp,(r)-'- 

pour tout réel r. 

Preuve : Cela résulte du corollaire 113.8.31 et du fait que chacune des quadruples 
intégrales intervenant dans J^{B, /, ui) est de la forme À^^ipB^) étudiées ci-dessus, 
pour des fonctions ip qui sont des coefficients des opérateurs fj g ^ ^{f , co) . 

□ 



Chapitre 14 

Formules explicites 

14.1 Combinatoire finale 

Soient S, Sq et Q trois sous-groupes paraboliques standard et on suppose que 
~ ÔqS C Q. Considérons 

teW^(a5,Q) et se W«(a5o,t(as)) 

alors on pose u = t^^s et ît = uOq appartient à W'^(o5, a^). On a la réciproque : 

Lemme 14.1.1. Tout ù e W^{as,as) s'écrit d'une façon et d'une seule sous de 
la forme 

ù = t^^sôo 

avec s et t comme ci-dessus. 

Preuve : On écrit ïï = u9q et on observe que appartient à W''(as). D'après 
11.3.31 il existe un unique élément t de longueur minimale dans la classe W^u"^. 
On pose s = et on a donc s G W^. D'après (O^ïï] le couple (s, t) a les propriétés 
requises. 

□ 

Soit S' le sous-groupes parabolique standard tel que as' = t{as)- On introduit 

Si = t-^s' . 

Considérons des paramètres fi et ly dans ia*g et posons 

A ^ û fi — v . 

On rappelle que l'on a introduit 

Yu^To-u-'To^îioiw-') . 

Introduisons de plus 

Yû = = e^^To -ù-'To et as{p,ù) = e<^+''^'^^> . 

Lemme 14.1.2. Avec les notations de 1 5. 3[ 

(1) M5,|s(É,i.)-iMs,|5„(,s,0o(A^)) 
est égal à 

(2) as(M,ïï)e<^'^*>M5,|5M-'M5,|s(i^ + A)Ms|ss(^^ + A)u . 
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Preuve : Le lemme [ÏÏ.3.41 montre que l'expression (1) est égale à 

(3) e<^'^'>Ms,|s(l,î^)-^M5,|s(l,ï^ + A)M5|So(^,^o(M)) • 
Maintenant 

Ms|s„(u,0o(m)) -Ms|„So(1,î^ + A)M„So|So(",^o(m)) 
et, d'après [5.2. Il 

on a donc 

On a donc montré que (1) est égal à 

(4) e<^^^'>+<««(^)+''-o>>'">Ms,|sM-^Ms,|s(^ + A)Ms|„So(^^ + A)u 
et on observe que 

Enfin, on remarque que uSq = ÛS. 



□ 



On va donner une nouvelle expression pour l'opérateur wf'/^ introduit en ll3.8l 
On suppose S (et donc aussi Sq) standard. On note M le sous-groupe de Levi de 
S et on pose 

On a Qi e F{M). Suivant [SXÏÏl on pose pour 5"! e V{M) : 

MiS,T,,y;A,Si)^e<^''''^^^> Ms,|sM"^Ms,|s(i^ + A) 

et 

(S, T, ; A) = J2 4' WMiS,T,,y;A,Si) . 

Proposition 14.1.3. Si A = ù jjL — v 

^If{S, CT,/,a;;6'o(M),i^) 

est égal à 

^^^^Mfl (5, T, ; A)Ms|ss(^ + ^)Ps,aA^ J^^) ■ 
as{v,u) 

Preuve : On rappelle que, par définition, 
est dégal à 

M(t,i.)-iMs,|,s(ii.)-iMs,|,s(sA)M(s,A)ps,,,,(/,c.) . 
On commence par observer que 

Ms.|,s(sA)M(s, A) = M5,|^5(l, sA)M^s|s„(s, A) = M.s,\s,{s. A) 
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et 

On en déduit que 

S'evQ{tM) 

On va utiliser ceci pour A = 0o(m)- On rappelle que 

A — ûfi ~ V — t^^{s0o{fj,) — tiy) . 

On a donc 
D'après [6.1. li on a 

Il résulte alors de ll4.1.2l que 

Ms,|s(t,i/)-iMs,|s„(s,0o(M))Ps,.,.(/,^) 

est égal à 

as{v,u) 
Enfin, on observe que 

r^Ys'{T) + Yt^Ys,{T) . 

On obtient alors que 
est égal à 

M5,|s(i^)-iM5,|5(î. + A)Ms\ùs{v + A)ps,,,,(ïï , /, w) . 
En introduisant les opérateurs A^, ceci se récrit 

soit encore 



as(i^,M)" 

□ 



218 



CHAPITRE 14. FORMULES EXPLICITES 



On introduit, pour A = (u — 

A^;(r,a,ïï,Ai) = trace (^M'^liS,T, fi; A)Mslùsi^^ + ^)Ps.aA^ J,^)) ■ 
Lemme 14.1.4. (i) On a : 

*ei3f(<T) 

(ii) L'expression pour A'^j (T, a,ù , ii) est invariante si on remplace ù , M, Qi, S 
et a par des conjugués sous un élément du groupe de Weyl, et simultanément fi par 
le translaté par le même élément. 

Preuve : D'après [14.1.31 et compte tenu de ll4.1.11 on sait que pour A = ùfi — i/ 

ujlfiS, a, /, lu; e^{ti),y) - M^} {S, T, ; A)Ms\ss{i^ + A)Ps,a.p(^ J^^) ■ 

D'après 15.3.31 la fonction Al^/ est lisse pour les valeurs imaginaires pures des va- 
riables ly et A. On peut donc imposer fi = v. Ceci prouve (i). L'assertion (ii) est 
une conséquence directe des équations fonctionnelles satisfaites par les opérateurs 
d'entrelacement. 

□ 

La fonction B„ et le sous-groupe parabolique S étant fixés, on note 

J^[iM,T,a,ù) 

l'intégrale double itérée 

/ ^qSHi)\I e<(=-i)^'^^>A^/(T,a,ïï,/.)B.(/i)d/i)di/i . 

Ici AI est le sous-groupe de Levi de S (qui est standard) , on rappelle que S C Q' C R 
et on a posé 

Qi=ùQ'^t'^Q et Ri=t^^R. 

On observera que plus généralement, AI étant donné, cette expression est bien 
définie pour tout S G V{AI) et tout 

û G W'^(aA/, au) ■ 
Rappelons que pour énoncer 113.8.41 nous savons introduit l'expression Jj. 
Proposition 14.1.5. L'expression pour 3^ se récrit 

avec 

^M{B,(J,f,uj,v,)^ Y v{Qi,Ri;u)3Ql{AI,T,a,v.) . 

{Qi,fli|A/CQiCfli} 
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Preuve : Par définition 

{Q.R\PoCQCR} {S\PoCSCQ'} ^ ' creUaisaiMs) 

E E E m.R;t) fj^m 

*eej'(t7) *ewG(as,Q) sewQ(eo(as),t(as)) °« 

D'après [14.1.4f i) et en remarquant que 

rj{Q,R;t) = rj{Qi,Ri;u) 



jliBj,.)^ E E 



E E ^(gi,iîi;")J^Î(M,r,a,ïï) 

{Q'M\SCQ'GR} ïïeWG(aM,oj,/) 

Par symétrisation, en invoquant 114.1.41 (ii) , on obtient la formule souhaitée. 



□ 



Lemme 14.1.6. // existe un ensemble de {G, M) -familles dépendant de u , T et 
d'un paramètre fi G ia*jyj : 

iA,Si)^e{ù,T,fi;A,Si) 

à support compact en A et et telles que si A = {ù — l)fi alors 

A^/ (T, a, ù,^i)B^ (^) - e^/ (ïï , T, ; A) . 

Preuve : Soit h une fonction lisse à support compact telle que h{0) = 1. La (G, M)- 
famille 

e(ù,T,^; A, 5i) 

égale, par définition, à 

trace {MiS.T, fi ; A, Si) Ms\ù sil^ + ^)ps,a.Aù J,io)) B,{pi)hiA - (ù - 

où /i et A sont des variables indépendantes, est à support compact en A et ^ Q'- 
Avec les notations usuelles on pose 

e2l {ù,T,fi;A)^ ^ e^^ (A)e(ù , T, /x ; A, 5i) . 

SieP«i(M) 

Pour conclure on rappelle que, pour A = (ïï — l)/i, on a 

A^/(T,a,ïï,Ai) = trace (^M^' {S,T, A)Msiùsil^ + ^)Ps,aA'' J^^) 

□ 



1. Pour ne pas surcharger les notations nous n'avons pas fait apparaître, dans 

e{ù,T,^l■,^,Sl) 

la fonction B^r, ni la fonction h, ni la donnée x, qui resteront fixes dans toute cette section. 



220 



CHAPITRE 14. FORMULES EXPLICITES 



Notons L le sous-ensemble de Levi minimal contenant l'ensemble Mu . Le sous- 
G 

L 



espace a~ est l'espace des points fixes sous u dans a^j. On a en particulier 



G ^ „G ^ „G 

L 



C aï C a^, 



On décompose l'espace a'^j comme somme de a- et de son orthogonal bû '■ 



Cette décomposition est stable sous l'action de (ïï — 1) et l'espace a- est l'image de 

cette application. Notons L le sous-ensemble de Levi minimal contenant l'ensemble 
Mû. 

Proposition 14.1.7. // existe une fonction 

U t-^ ipiu ,T, ^;U) 
dans l'espace de Schwartz sur ffj^j et à support compact en fi, telle que 

^ïl{B,(T, f,UJ,V.) 

soit égal à 

[ l[ [ e<'-^-^'^''^"+^''> rfiH,U)ipiù,T,fi;U)dfidL(]dH 
Jneaf, \Jue^jM -'*(a£)* / 

Preuve : On rappelle que, par définition, 

J^^^(A'/,r,a,ïï) = 

est l'intégrale itérée 

/ à^l{m)(f e<("-i)'''^^>A^/(T,a,ïï,/.)i3.(/i)d/i)di/i . 

On sait que si A = (ïï — on a, d'après ri4. 1.61 

A^/ (T, a, , = e^/ (ïï ,T,^l;A). 

D'après ri.l0.2i il existe une fonction (p dans l'espace de Schwartz sur ^jm fournissant 
la (G, M)-famille par transformations de Fourier : 

e{û,T,^i;A,Si) = f e'^^^'>(p{û ,T, ^i;U) dU . 
On sait d ' après fl . 1 . 31 que 



-.Qi 



cette intégrale double étant absolument convergente. En effet, l'intégrale en H de 
la valeur absolue de T'^j {H, U) est majorée pas un polynôme en et par ailleurs ip 
est à décroissance rapide en lA. Le résultat est à support compact comme fonction 
de jji. Donc 

j2^(M,T,a,ïï) 
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est donné par l'intégrale itérée 



/ il f I F^^(ù;Hi+H\n,U)diidUdHA dHi 

JHi&a^^ \JU£SJM JH^eaZ' J^iafir ' / 



avec 



et l'intégrale triple étant absolument convergente. Ceci peut se récrire comme une 
intégrale itérée 

3^l{M,T,a,ù)^ f f If F^liù;H,t,,U)dAdLldH . 

Jnea^ Jueî,M \J^ia%r J 

Pour le voir il faut démontrer la convergence d'une intégrale de la forme 
/ / ^l^l{H)T'^liHMM{ù* -l){H + UQ,),U)dL(dH 

oùù* est l'adjoint de ù et ip(H , U) est la fonction dans l'espace de Schwartz définie 
par 

ij{H.U)=l e<''^"> ip{ù,T,fi;U)dn . 

Compte tenu de ce que V'^^{H^,U) est à support compact dans o^/ avec volume 
polynomial en 14 il suffit d'établir la convergence d'une intégrale du type 

/ à'^[{Hmù* -l)H)dH 

où ^ est une fonction dans l'espace de Schwartz et ceci résulte de 12.11.21 On peut 
alors faire le changement de variable Hi ^ Hi — Uq_^ et donc 

3^l{M,T,cr,ù)^ [ if [ G^\{ù;H,fi,U)dfidu] dH 
JHea^ \Juef,M Ji{a%r ' / 

avec 
Mais 

?7(Qi,iîi;«)J^;(M,r,a,ïï)= Y. (-l)"--°ô J«J(M,T,a,ïï) . 

{P|QiCPC-Ri ,îïew^'} 

Donc 

(1) 3l,{B,aJ,u,ù)^ Y. v{QuRi\n)3'^\{M,T,a,ù) 

{Qi..Ri\McQiCRi} 

est égal à l'intégrale itérée en ji, U et puis en Hi et de 

(2) Y. E {-iT^-'-o G''Q\{ù■H,^,M) ■ 

{P I M<ZP ,ùeWP} {QuRi I A/CQiCPCfli} 
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Mais, en effectuant d'abord la somme sur Ri on voit que, d'après [!j.lO. 51 

(3) Y. E {-ir^-''ô^^i[H~UQ,)r2nH,u) 

{P| j\/cP,ïïewJ^}{Qi.-Ri I A-fcQiCPciîi} 
est égal à 

{p\McP .ûewf'}{Qi \McQiCP} 
qui d'après [1.8.4f 3). par sommation sur Qi, est égal à 

(5) J2 {-iT-"'-MH-Up) 

{p 1 7\/cP , «ew^} 
qui, à son tour, d'après [!j.9. 31 est égal à 

(6) Tf{H,U) ■ 

L'égalité de (3) et (6) montre que (1) est égal à l'intégrale itérée de 



(7) g<(«-i)M,H+t/G> rf{H,UMù,T,^L;U) 



Posons 

Mf{S,T, v)=Mf{S,T,v;Q) 
Proposition 14.1.8. L'expression 

(1) J^(B,CT,/,W,ÏÏ) 

est égale au produit de 

1 



□ 



I det (u - l|a^^/a5) 

et de 

[ trace {Mf{S, T, v)ms\ùs{Q)ps,a.À'^ . /> ^)Ba{v)) dv . 

Preuve : On sait d'après ri4.1.7l que l'expression (1) est égale à la triple intégrale 
itérée 

Jneag yJues^M Ji{a°)* J 
On rappelle que l'on peut écrire 

fi = jy + 7j avec v e ^(n^)* et rj & (ibû )* 
et on pose comme d'habitude 

A = (ïï - = (ïï - 1)t] . 
Le changement de variable {v, A) t— >■ dans une intégrale sur fi s'écrit : 

(P{pi)dfi^— — - — --r- / ^ / A)) diy dA . 



Meî(aG)* |det(u -l\aM/a'^)\ J vet(a9)' J Keiib^) 
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Maintenant, on peut aussi décomposer H G a'^j en 

H = X + Y ebû ®af . 

On en déduit que la triple intégrale itérée peut encore s'écrire comme le produit de 

1 



|det(ïï -l|a^,/ae)| 



et de l'intégrale en X e de 

,<A,X+Y+Ug> 



e 



Vf (y, U)ip{ù, T, n{v, A) ; U)dAdv dUdY 



qui est encore égale, d'après Pl. 10.31 et 12.9.11 à l'intégrale itérée 

1(1 [ e<^^^> ef{ù,T,i^;A)dAdAdX 



qui, par inversion de Fourier, se récrit 



/ e^{ù,T,i^]0)dv 



soit encore, par définition de la (G, Af )-famille e : 



/ ^ trace (Alf(5,T,z/)Ms|îrs(i/)ps_,_,(ïï,/,c^)S,H) rfi. 



Enfin on observe de plus que 



lorsque ly S i{a'~)* 



En résumé on a obtenu la 
Proposition 14.1.9. 



avec 
xT 



\àet{u -l\afj/af) 



□ 



/ tTeiœiMfiS,T,i,)MsiùsiO)Ps,a.ÀuJ.io)BAiy))diy . 



OÙ on note L le sous- ensemble de Levi minimal contenant l'ensemble Mît. 
Lemme 14.1.10. La fonction 

est un polynôme à valeurs opérateurs. 
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Preuve : La (G, Af)-famille 

M{S,T,,y;A,S,)^e<^''''^^^> Ms,|sM^^Ms,is(i^ + A) 
est un produit de deux (G, A/)-familles et d'après [!j.9. 41 on a 

Mf{S,T,,.;0)= Y. cf(5,T;0)d|(5,z.;0) 

avec 

c(5,T;A,5i) = e<A^^«i(^)> 

mais 11 .10.31 montre que 

cf(5,r;0)- I Tl{H,y{T))dH 

L 

qui est un polynôme en T d'après Pl. 9.31 



□ 



Proposition 14.1.11. Supposons B{0) = 1, alors il existe c > tel que, si 
dpg{T) > c, on a 

jj(/,c.) = iim y — ^ y y ^ 

/ trace(Mf(5,r,i.)M5|.s5(0)P5...,(ïï,/,c^)iî^H)di/ . 

Preuve : Rappelons que d'après ri2.9.1[ il existe un polynôme P^{B, /, lu) en T tel 
que 



liin (jJ(B,/,c^)-p^(iî,/,c^))=0 



C'est dire que {B, /, et (B, f, ui) sont asymptotes, quand dp,, (T) tend vers 
l'infini. De plus. ll3.8.4l montre que J^{B, f, w) et Jj(S, /, lj) sont également asymp- 
totes. Mais Jj(-B, /, w) est aussi un polynôme d'après [l4.1.9l et [14. 1.101 Maintenant, 
deux polynômes asymptotes sont nécessairement égaux : 

Enfin, d'après ri2. 9. 11 si nous supposons 5(0) = 1, alors il existe c > tel que 

J^{f,cj) = \im3^{B\f,oj) 

si dp„(T) >c. 

□ 



14.2 Élimination de la fonction B 

Théorème 14.2.1. 



/ trace (xf (5, T, :.)Ms|5s(0)ps_,,,(ïï , /, c.)) diy . 
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Preuve : La normalisation des opérateurs d'entrelacement a été établie pour la 
première fois par Langlands dans ( |20| Lecture 15), puis reprise par Arthur dans |13j . 
Ceci étant établi on peut reprendre essentiellement mot à mot la preuve d'Arthur 
dans les sections 6 à 9 de [6] (qui elle était conditionnelle à l'existence d'une telle 
normalisation) pour montrer que l'expression 

mJ^/^o .en^M). |det(ïï-lK,/af)| 

trace {Mf{S, T, iy)Ms\ùs{0)ps,aA^ , f, ^)) dv • 

est absolument convergente. La seule étape non évidente est l'extension au cas tordu 
des résultats de la section 7 de 0. Cela fait l'objet du corollaire 11 5. 2. Il Le théorème 
de convergence dominée montre alors que, si -B(O) = 1 cette expression est la limite 
pour e — >^ de 

MeSwo .^oSm), |det(iI-lK,/af)| 

q{S,T,v)Ms\ 



(4) 



trace {M'fiS, T, y)ms\zs{Q)Ps,aA'^ . ^)-BJ(^)) du 



Si nous supposons dp^ (T) > c, l'égalité cherchée résulte alors de ll4.1.lTl On observe 
enfin que les deux membres sont des polynômes. L'égalité est donc toujours vraie. 

□ 



14.3 Développement spectral fin 

Le développement spectral grossier de la formule des traces est, par définition, 
la valeur en T = Tq de la série des jj : 

J«(/,c.)=^jJ''(/,c.). 

X 

En le combinant avec développement spectral des termes Jj" on obtient le déve- 
loppement spectral fin. On peut le formuler au moyen de la (G, M)-famille 

M{S, V ; A, 5i) = ms,\s(yr^^s,\s{^ + A) 

qui donne naissance à l'opérateur A^~'(S', i^; A) et on note AlÇ(S', z/) sa valeur en 
A = 0. 



Théorème 14.3.1. 



|det(ïï-l|aC^,/ae)| 



avec 
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Preuve : Il résulte de 114.2.1] que 



avec 



4jL^)- E E 



|det(u -lla^/aÇ) 



trace iMf{S, Tq, v)Ms\zs{0)ps.aA'^ , /> w)) . 



,:(af)- ^ 
Maintenant d'après [5.3.3( 4') on a 

xf(5,To,i^)=xf(5,z.) . 

De plus, grâce aux travaux récents de Finis, Lapid et Miiller ([22] et [23]), on sait 
maintenant que le développement spectral est absolument convergent. Leurs travaux 
ne concernent que le cas classique (non tordu) mais ils s'étendent sans modification 
au cas général. On peut donc omettre les sommations partielles suivant les x- 

a 

Notons ^^isc 1^ restriction de p au spectre discret pour G. On pose 
-^G,dîsc(/;^) = trace Prf,,^(/,w) = ^ m(7r, S^) trace ?F(/, w) 

où Ildisc{G,u!) est l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irré- 
ductibles TT qui sont les restrictions à G(A) de représentations tt de (G(A),w) qui 
interviennent dans le spectre discret 

On sait que pour 6 G G(A) on a 

TT o ~ TT ® w avec 9 = Ad((5) . 

Enfin m{TT,TT) est la multiplicité tordue de tt dans le spectre discret. Rappelons 
que c'est un torseur à valeurs dans ; cette notion de multiplicité tordue a été 
discutée dans la section 

Nous avons omis la sommation partielle - utilisée chez Arthur - suivant les mo- 
dules des caractères infinitésimaux à l'infini désormais inutile puisque, comme ob- 
servé plus haut, nous savons que le développement spectral est absolument conver- 
gent. On remarquera que pour le spectre discret il suffit d'invoquer [29| . 

La partie discrète du développement spectral de la formule des traces est une 

distribution _ 

jG 

^ dise 

qui est une somme de ternies parmi lesquels on a Jq ^isc trace dans le spectre 
discret. Cependant, d'autres termes discrets, c'est-à-dire ne faisant pas apparaître 
d'intégrale dans leur expression, quoique provenant du spectre continu, contribuent 
à l'expression spectrale de la formule des traces ; nous allons les décrire. Soit M G C'^ 
un sous-groupe de Levi de G. On notera 'W'~^{M)reg le sous-ensemble des û S 
W^{M) réguliers, c'est-à-dire tels que 

dct (ïï - l|aji//aG) # . 
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On pose 

•^M.dïsc(/,w) = V T-T— p — \-r — j—--:tmCc{Ms\û{S){0)Ps.Msc,QiÙJ,i^)) 
^ det (m - 1 OA//aG) ' ' 

SewG(A/)Jg 

où s est un sous-groupe parabolique de Levi M . L'expression est indépendante du 
choix de S. 



Proposition 14.3.2. La 'partie discrète de la formule des traces peut s'écrire : 

\W^'' I 



|W*^ I 



OU si on préfère 



□ 



où la somme porte sur un ensemble de représentants des orbites de W*^ dans L'^ . 

Preuve : Les termes discrets sont ceux qui dans 114.3.11 ne font pas apparaître 
d'intégrale, c'est-à-dire les termes où o~ est réduit à 0. Ce sont donc ceux pour 
lesquels û est régulier. 

Plus généralement, posons 

4i,ù{f,^)^ [ ^ tTi,cciMfiS,iy)MsiùsiO)Ps.disc.ÀùJ,u^))diy . 

Soit L un sous-espace de Levi semi-standard (i.e. A/q C L). Définissons 

|^M| 

j9(^f,co)^Y. E |det(ïï-l|ai)|^*^^'=^^''^^- 

On remarquera que 

On note le quotient de par Mq du normalisateur de Mq dans G. Soit enfin 
l'ensemble des L contenant Mq. On note enfin 6^ l'automorphisme induit sur 
ttL par un quelconque élément û de L{F). Avec ces notations, on a le théorème 
suivant : 

Théorème 14.3.3. 

zt^alW^I|det(0,.-l|a«/af)| 
Preuve : Il suffit d'observer que l'on peut écrire J^j{f,uj) sous la forme 



et que si L est défini au moyen de it on a m g W^(M)reg, et enfin que 
det (û - l\a%/af) = det (ù - llaf/) . 



□ 



228 



CHAPITRE 14. FORMULES EXPLICITES 



En vue de la stabilisation de la formule des traces tordue il est utile de refor- 
muler ce théorème en renormalisant les distributions comme suit. On pose 

Jf=j(Z)-Vf et P=j{G)-'j^ 

avec ^ 

j(L) = |dct((?i-l|ai/a£)| . 

Le théorème 114.3.31 se récrit alors 
Corollaire 14.3.4. _ 



Chapitre 15 

Complément 



15.1 Volumes de convexes et polynômes 

On dispose de l'ensemble des racines réduites TZ. Plus généralement, soit M un 
sous-groupe de Levi semi-standard, on notera TZm l'ensemble des racines réduites 
défini par la projection sur des racines de G dans ag. On prendra garde que 
ce n'est pas en général un système de racines. Pour P G V{M) on notera TZp le 
sous-ensemble des racines de TZm positives sur la chambre associée à P. 

On appellera famille M-radicielle la donnée de nombres zp pour chaque f3 g 
TZm et on pose 

Si P et Q sont adjacents le mur étant défini par 7 on a 

Xp-Xq= y, ^pP"' - E ^PP" = + ^-7)7'' 

car TZp H TZq est le complémentaire de 7 dans TZp et de —7 dans TZq. La famille 
des Xp définie à partir de la collection des zp est donc une famille Af -orthogonale. 
Notons 3j\/ l'espace vectoriel des familles de scalaires z = {zp] pour /3 G TZm- 
L'application qui à z associe la famille des 

xp^ Y. '^p^^ 

est une application linéaire 

j : 3a/ -SÏM 

dont l'image sera notée 2). 

Le lemme suivant est une variante des lemmes 7.1 et 7.2 de [B]. 

Lemme 15.1.1. Soit X la famille orthogonale associée à une famille radicielle. Le 
polynôme 7j\/ o j(z) peut s'écrire sous la forme 

F l3eF 

OÙ F parcourt l'ensemble des bases de a'^j formées de racines réduites pour M et 
où 

CF = vol(F) 

est le volume du parallélépipède engendré par F. 
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Preuve : Par définition 



7Moj(z)=]im Y. e'^^''"^ep(A) avec Xp = ^ 



Donc 



est égal à 



PeV(M) 



lim Y. A(/3^)e^(^^) e^(A) 

{Pev{M)\i3enp} 



On rappelle que 

6«(A) = vol(À?) n A(«^)"' • 

Si nous supposons que A = Aq + t/3 avec Ag générique dans az, l'orthogonal de 
et t alors 

o j(z) = lim lim V t/3(/3^)eA(^-) e«(Ao + . 

{PeP(A/)|^6TCp} 

Maintenant, si /3 G Ap C 7?.p, on a 

^?(Ao+i^) = ^.§(Ao) 

où Q est le sous-groupe parabolique tel que 

Ap = Aq U /3 

et où 1/3^1 est la longueur de /3^. On a utilisé que 

vol(A^) = A A • ■ • A <| 1/3^1 A • • • A S^l = l^""! vol(Àg) 

où a est la projection de a sur l'orthogonal de /?. Par contre ep(Ao + t0) a une 
limite finie lorsque t^>0si/3^Ap. Donc, si on note L le sous-groupe de Levi tel 
que ttL soit l'orthogonal de alors 

^7M o j(z) - 1/3^1 lim ^ 6g(Ao) = |/3^| 7l(Ao) 

QeV{L) 

Maintenant les Xq sont indépendants de la variable z^. Donc 7jv/ oi(z) est somme 
monômes de degré < 1 en chaque variable z^. Plus précisément on a 

7a/ o j(z) = z^l/3^1 7l(Ao) -I- des termes ne contenant pas z^ . 

Chaque racine 7 G 72,p — {/3} se projette en un multiple d'une racine réduite S pour 
Q et on a donc 

Xq ^ ^ z^7^ = ^ ysS"^ avec 1/5 = ^ n^z^ 

et donc, si ^i, • • • ,6r est une base de ql formée d'éléments de T^l on a 
■ • ■ A • • • A <5,^| = ^ z^, • ■ • z^j7^ A • • • A 7^1 
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la somme portant sur les familles 71, • ■ • , 7^ d'éléments de TZm se projetant sur des 
multiples de (5i , • • • ,Sr. Elle sont donc telles que 

{/3,7i, • ■ • ,7r} 

est une base de a^/- On voit alors, par récurrence sur le nombre de racines, que 
7m ° est la somme des monômes 

où F est une base de o^^ formé de coracines réduites pour M et où 

CF = vol(F) = |/?o^ A---A/?,^| 
est le volume du parallélépipède engendré par les F. 

□ 

Soit {G, G) un espace tordu. Considérons une famille radicielle {zp} et soit X 
la famille orthogonale associée. Soit L un sous-ensemble de Levi. Pour tout P de 
Levi AI on définit Xp comme la projection de Xp sur ap = aj^. Les Xp définissent 

une famille Af -orthogonale. 
Lemme 15.1.2. 

7f° =i]cF£ n ^p 

F peF 

où la somme porte sur les familles F de racines 7 telles que l'ensemble Fj^ de leur 
projections 7 sur a~ soit une base de cet espace et où 

Cfz = l7i A---A7:f| 
Preuve : D'après la variante tordue de llS.l.ll on sait que 

7f °i(z) = x!^^ n 

B SeF 

où B parcourt les bases de l'ensemble TZj^. Comme dans le lemme précédent on 
observe ^ue chaque racine 7 S TZp se projette en un multiple d'une racine réduite 
S pour P et on a donc 

Xp = z-yj"^ = ysS"^ avec ys = n-yZ^ 
et donc, si (5i, • ■ • ,ôr est une base B de ap formée d'éléments de TZp on a 

la somme portant sur les familles 71, • ■ • , 7r d'éléments de 7?.p se projetant sur des 
multiples de • • • ,ôr. 

□ 
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15.2 {G, M)-familles radicielles 

On dira qu'une (G, M)-faniille c est radicielle si elle est obtenue de la manière 
suivante : 

c(A,P) = (/o,p)(A) 

et 
où 

J* ■■ ^li 3^/ 

est l'application linéaire duale de l'application j définie plus haut. 

Le corollaire suivant reproduit et étend au cas tordu le résultat d'Arthur ([6] 
CoroUary 7.3) pour les (G, M)-familles radicielles. C'est un cas particulier de résul- 
tats de Finis et Lapid |22) . 

Corollaire 15.2.1. Soit {c{A,P)} une {G, M)-famille de la forme 

c(A,P) = (5oj*o,p)(A) . 

On a 

cf (0) = {Dfgm 

où Z?- est l'opérateur différentiel déduit du polynôme o j par transformation 
de Fourier. C'est une combinaison linéaire de monômes différentiels produits de 
dérivées partielles par rapport aux variables zp où chaque variables intervient au 
plus une fois : 

-Df = ^ cp^Dp avec I?^ = JJ^ d^,^ 

P I3'^£P 

le produit des dérivations portant sur les coracines dans F. 

Preuve : Comme ci-dessus il suffit de traiter le cas où f = g o j* avec g à support 
compact. Sa transformée de Fourier m est une mesure à décroissance rapide de 
support contenu dans 2). D'après fl. 10. 3( 4') on a 

cf(0)= / jf{X)dm{X) . 

Si on note h de composé de g avec l'injection 

2)* y 

on a donc 

cf(0)= / ll{y)h{y)dy= f o j{z)g{z) dy . 
L'assertion résulte alors immédiatement de ll5. 1.21 par transformation de Fourier. 

□ 
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